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Introduccion

En éste modulo se estudian los fundamentos de las comunicaciones digitales
en banda base mientras que en el mo6dulo siguiente se analizarn los sistemas
digitales paso banda. Es importante distinguir entre estos dos tipos de siste-
mas de transmision de datos. Los sistemas en banda base suelen utilizarse en
aplicaciones donde la distancia de la transmision es corta y la sefial esta bien

protegida, normalmente mediante cables.

La esencia de los sistemas en banda base es que cada bit o simbolo 16gico con-
diciona la forma de onda de la seflal que transmitimos mediante una regla
bien definida. El espectro de esta sefial estd centrado en la baja frecuencia y
su ancho de banda depende de la velocidad a la que se transmiten los bits,
aumentando cuando aumenta la tasa de bits. El car4cter de baja frecuencia de
la sefial condiciona que este mecanismo de transmision se degrade de forma
considerable al aumentar la distancia y que s6lo se utilice en sistemas de corta
distancia. Los ejemplos mas tipicos serian las conexiones serie RS-232 o los
USB (universal serial bus). Cuando se desea transmitir la sefial digital a través de
un canal radio o a distancias mas grandes es recomendable utilizar frecuencias
mas elevadas para las cudles pueden encontrarse antenas con dimensiones fi-
sicas realizables. Hablamos en estos casos de modulaciones digitales paso ban-
da. Una de las ventajas de las modulaciones paso banda es que nos permiten
que varios canales puedan compartir el mismo medio sin que se produzcan
interferencias. Los sistemas de comunicacion digital paso banda suelen partir
de una sefial digital paso bajo que modulan mediante algan mecanismo de

traslacion de frecuencia para optimizar su transmision al medio.

En otros moédulos hemos estudiado diferentes sistemas de modulacién paso
banda para el caso de sefiales analogicas. En concreto, los sistemas de modu-
lacién de amplitud (AM), modulacién de frecuencia (FM), Banda Lateral Ves-
tigial (VSL), etc., son sistemas en los que la sefial de banda base (normalmente
voz o audio) se traslada en frecuencia, alrededor de una frecuencia portadora,
para facilitar su transmision al medio y permitir la multiplexacién de varias
fuentes de sefial. La sefial de voz o audio sin modular, en banda base, tal y
como la captura un micréfono y su correspondiente amplificador s6lo puede
ser enviada a distancias cortas, generalmente mediante el uso de cables.
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En comunicaciones digitales la idea general es la misma. Los bits se represen-
tan mediante niveles de tensiéon o formas de onda simples, bien especifica-
das, construyendo una sefial de banda base (baja frecuencia) que soporta la
informacién de la fuente de datos digital. Esta sefial puede ser transmitida a
distancias cortas mediante cables pero si deseamos optimizar su transmision a
grandes distancias sera preciso modularla y trasladarla en frecuencia. El recep-
tor paso banda debera ser capaz de recomponer la forma de onda de la sefial
banda base.

Asi pues, para diseflar un sistema de transmision de datos digitales debe tenerse
en cuenta tanto la construccion de la sefial en banda base (que analizamos en
este modulo) como las técnicas de modulacién paso banda que acondicionan
su transmision a grandes distancias en funcién del medio (que se analizardn en
el proximo moédulo). Veremos que muchas de las herramientas de analisis que
se presentan en ambos tipos de sistemas son comunes por lo que los conceptos
presentados en éste modulo resultan cruciales para comprender los principios

de funcionamiento de cualquier sistema de comunicaciones digital.

El médulo se estructura del siguiente modo:

1) En el apartado 1 se presentan los aspectos esenciales de este médulo.

2) El apartado 2 se dedica a la definiciéon de las modulaciones digitales més

simples y que son utilizadas por diferentes sistemas de corta distancia.

3) En el apartado 3 se define una modulacién digital en banda base genérica,
denominada modulacion de pulsos por amplitud o PAM. En este apartado se des-
criben los pardmetros mas determinantes que se utilizan posteriormente pa-
ra evaluar la calidad de un sistema de comunicaciones digitales y se presenta
también la estructura de un demodulador de sefiales PAM.

4) En el siguiente apartado, se estudia la calidad de los sistemas de comunica-
ciones digitales mediante la figura de la probabilidad de error donde se tienen
en cuenta condiciones de transmisidn no ideales debido a la presencia de rui-
do. Este apartado es, sin duda, el de mayor importancia del médulo, ya que es
basico saber caracterizar el comportamiento de las modulaciones digitales en
general a partir de la probabilidad de error.

5) En el apartado 5 se consideran condiciones de transmision no ideales, lo
que lleva a estudiar, especialmente, el ancho de banda que ocupan las modu-
laciones de tipo PAM.

6) Finalmente, el Gltimo apartado se dedica a estudiar los efectos de una trans-

misién en condiciones no ideales sobre la sefial transmitida.

Notacion

En las secuencias o sefiales dis-
cretas, la variable independien-
te es un ndmero natural y se
representa entre corchetes [n]
mientras, que en las sefiales
continuas o analégicas, la va-
riable independiente tiempo es
real y se representa entre pa-
renthesis (t).

Ved también

Las técnicas de modelado paso
banda se estudian en el médu-
lo “Comunicaciones digitales
paso banda” de esta asignatu-
ra.
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Objetivos

Los principales objetivos de aprendizaje de este médulo pueden resumirse en
los siguientes conceptos y técnicas de analisis:

1. Caracterizar los principales elementos que intervienen en una modulacién

paso bajo basada en la transmisién de una secuencia de pulsos.

2. Identificar los principales pardmetros que caracterizan una modulacion
digital como la velocidad de bit o tasa de transmision, diferenciar entre
simbolo y bit, energia media transmitida por bit y ancho de banda.

3. Distinguir entre modulacion polar y unipolar y entre modulacién binaria

y modulacién multinivel.

4. Disefiar el demodulador digital basado en el filtro adaptado al pulso trans-

mitido y disefio de los umbrales de detecciéon de simbolos.

5. Analizar la probabilidad de error como medida de calidad de los sistemas
de modulaciones digitales y estudio detallado para el caso particular de
canales gaussianos. Analizar la relacion entre dicha probabilidad de error
y la energia media transmitida por bit.

6. Estudiar los efectos producidos por la distorsion del canal, enfatizando es-
te punto en la interferencia intersimbolica y sus repercusiones en la degra-
dacién de la probabilidad de error.

7. Estudiar los pulsos limitados en banda basados en el pulso raiz coseno
realzado.
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1. La modulacion digital en banda base. Aspectos
esenciales

Desde el punto de vista funcional, un modulador digital se identifica con un
bloque que realiza una transformaciéon de seflales y que puede representarse
de forma simplificada como se muestra en la figura 1. La sefial de entrada es
discreta, de valores binarios y en este modulo se le denomina b[n]. Su velocidad
se mide mediante la velocidad de bit, r;,, que viene dada en bits por segundo.
La sefial de salida s(f) es una forma de onda continua en el tiempo y transporta
de algin modo la informacién binaria de la secuencia de bits.

Dentro del esquema general de un sistema de comunicaciones, el mo-
dulador digital es el subsistema encargado de construir la forma de on-
da de una sefial en funcion de los bits que se deseen representar.

Esto es, a la entrada del mismo se halla presente una secuencia de bits que
deben transmitirse a una determinada velocidad de bit y a la salida se tiene la
sefial modulada digitalmente, es decir, una forma de onda fisica que representa
la informacion digital. La secuencia de bits es un conjunto de 0y 1 ordenados 'y
procedentes de un dispositivo de almacenamiento digital. La sefial modulada
digitalmente se representa mediante una funcién continua en tiempo y en
general se manifiesta mediante una tension eléctrica. Coloquialmente, puede
decirse que la entrada al sistema modulador digital se procesa “por software”

y la salida se procesa “por hardware”.

Dicho mas formalmente, el modulador digital es la interfaz que realiza el ma-
peo de la informacion digital (secuencia de bits) y las formas de onda conti-
nuas o analdgicas que se adaptan a las caracteristicas del canal. El mapeo en
general se realiza tomando conjuntos de b bits, y asociando a cada uno de
estos conjuntos una sefial de energia finita que se transmite en tiempo real.

La seflal modulada resultante ha de adoptar la forma mas adecuada para poder
ser transmitida por el canal. Es importante determinar el ancho de banda que
ocupa y sus caracteristicas espectrales para saber cobmo puede verse afectada
esta sefial por el canal.

Observad en el ejemplo representado en la figura 1 de transmisiéon de una se-
cuencia de 5 bits, que la amplitud positiva de la sefial modulada se correspon-
de con el bit 1 y la amplitud negativa de la sefial modulada se corresponde con
el bit 0. En frecuencia, el ancho de banda que ocupa esta sefial se relaciona
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con la velocidad binaria de la secuencia de entrada y se clasifica como una
modulacién digital en banda base. Su contenido frecuencial esta centrado al-
rededor de la frecuencia cero.

Figura 1. Modulador Digital

b[n] = 10110 s(t) 4

~Vv

Modulador
digital

La funcién base que soporta la informacion digital en la seflal de salida de la
figura 1 es un pulso rectangular. En este ejemplo, el bit determina la amplitud
de dicho pulso y la forma temporal del pulso en particular es:

At =r1(%) (1)

En esta expresion, T es el margen de tiempo dedicado a la transmision de cada
bit. Asi, si por ejemplo la secuencia de bits ha de transmitirse a una velocidad
de 1 Mbps, se debe transmitir un millén de bits en cada segundo. De lo ante-
rior, resulta que el tiempo que se dedica a la transmision de cada bit es igual a 1
microsegundo (ps). Més adelante se formalizan ambos parametros: velocidad

de bit, también denominada velocidad de transmision, y tiempo de bit.

Una vez generada la sefial modulada, si ésta corresponde a una transmisién en
banda base y no requiere un traslado a una banda superior, la seflal consistente
en una secuencia de pulsos se envia directamente al canal de transmisién, que
en este modulo se modela como un canal invariante y de ruido aditivo blanco
gaussiano. Este mismo modelo se utiliza también en el m6dulo de sefiales paso
banda y queda simplificado de forma grafica en la figura 2.

Figura 2. Modelo de canal invariante y de ruido aditivo blanco y gaussiano

s(t) 4 y(0) ]NV]
. M
w(t) \\/ t

~+Vv

s(t) representa la sefial modulada digitalmente, h (t) la respuesta impulsional del canal, w(t) el ruido del canal y y(t) la sefial
resultante a la entrada del receptor.
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Observad como la sefial que realmente se obtiene en el extremo receptor es
una version degradada de la sefial original. La degradacion se debe en parte
al filtrado realizado por el canal por la convolucién con h(t) y el ruido que se
suma al resultado. Desde un punto de vista matematico la sefial en la entrada
del receptor puede escribirse de la manera siguiente:

K=l s+t = [ = rny @)

Aparte del modulador y el canal de transmision, el tercer elemento clave en
la cadena del sistema de transmision es el demodulador digital que se encarga
de realizar las operaciones inversas al modulador digital. Es decir, a partir de la
sefial recibida se debe generar, a la salida del demodulador digital, la secuencia
de bits que coincida de la mejor forma posible con la secuencia de bits que
se haya transmitido. Formalmente, se dice que el demodulador digital ha de
detectar los bits recibidos con un minimo de errores respecto a los bits trans-
mitidos.

Figura 3. Demodulador digital

y(t)
m b, [n1=10110
I | -

y(t) representa la sefial resultante a la entrada del receptor y b,,[n] la secuencia de bits
detectada por el demodulador digital.

Demodulador
digital

Comparando la secuencia de bits de entrada de la figura 1 con la secuencia de
bits de salida de la figura 3, se observa que para este ejemplo en particular no
se ha producido ningtn error en la transmision de los 5 bits representados.

Resulta interesante comparar desde el punto de vista grafico los sistemas de
modulacién digital en banda base con los sistemas de modulacién digital paso
banda. La figura 4 muestra la integracion entre los dos subsistemas indicando
en negrita los bloques que se estudiaran en este médulo. Es muy importante
insistir en que la viabilidad de usar un tipo u otro de sistema de comunicacio-
nes depende de la aplicacion.
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Figura 4. Representacion esquematica de la integracién entre los sistemas de comunicaciones en banda base y los sistemas paso banda

h'()
Modulador »| Modulador )> <( j Receptor »|Demodulador|
» digital | paso banda + paso banda digital
w(t) —
» | Medio de transmision seguro. (D
i’ Cable 'TV
h(t
® wit)

En negrita se sefialan los bloques correspondientes a un sistema en banda base y que son analizados con detalle en este médulo.

Los sistemas de banda base s6lo pueden usarse para distancias cortas en las
que existe poca degeneracion de la sefial banda base. Largas distancias supo-
ne siempre la necesidad de introducir algin tipo de modulacién de la infor-
macion. Observad también que aunque en el grafico aparece representado un
sistema de transmision sin hilos en la practica pueden utilizarse sistemas guia-
dos. La esencia de un sistema paso banda es la presencia de una modulacién
que traslada de la sefial a transmitir a regiones del espectro con mejores carac-
teristicas de propagacion.

En definitiva, en el sistema de comunicaciones genérico que se estudia en este
modulo, analizamos las caracteristicas de sefiales en los tres elementos princi-

pales del sistema de comunicaciones: el modulador, el canal y el demodulador.

En concreto, para los diferentes tipos de formas de onda o modulaciones y

diferentes modos de asignar las amplitudes a cada uno, se analiza:

e La probabilidad de que los bits se detecten con errores en el demodulador
(apartado 4).

¢ El ancho de banda que ocupan las sefiales (apartado 5).
e La repercusion que tiene sobre la calidad del sistema la respuesta impul-

sional del canal en el caso de que éste sea no ideal y genere distorsion sobre
la sefial transmitida (apartado 6).
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2. Aplicaciones de modulaciones digitales en banda
base

Los sistemas de comunicaciones en los que se transmiten directamente mo- Reflexién

dulaciones digitales en banda base suelen denominarse codificadores de linea.
El cable fisico es lo que en este
apartado modelamos como la
respuesta impulsional del canal
. . . - . . de comunicaciones de la figura
Los codificadores de linea transmiten la sefial modulada digitalmente 2. J
a baja frecuencia, sin realizar un traslado en frecuencia a una banda

especifica del espectro.

En general, los codificadores de linea se utilizan para interconectar directa-
mente equipos de comunicaciones entre si o para interconectar sistemas pro-
ximos que realizan aplicaciones de tratamiento digital de sefial. La forma de
la sefial modulada, s(t), representa directamente la tensién que esta presente
en los cables que comunican los equipos.

En general, siempre interesa transmitir sefiales que no tengan componente
continua, especialmente si el recorrido por el cable es largo. El principal mo-
tivo por el que se intenta reducir la presencia de componente continua es la
mejora en la propagacion de la sefial aunque también es importante tener en
cuenta que la existencia de componente continua dificulta la recuperacion de
sincronismos. Las sefiales constantes se propagan de forma deficiente a través
de un cable. Ademas, si la tensién varia de acuerdo con un cierto patrén de
forma constante es mas facil mantener el reloj del receptor sincronizado con

el del transmisor.

La sincronizacion entre el transmisor y el receptor es fundamental pa-
ra determinar el inicio y final de cada bit asi como la duracién de los
mismos. Si la sefial que se recibe es constante, el receptor no dispone
de suficiente informacién para recuperar con precision la cadencia de
transmisién de la informacién en el extremo receptor.

En este apartado se presentan los formatos de modulacién més comunes en los
sistemas de transmisién que utilizan codificadores de linea relaciondndolos en
algan caso con estandares de comunicacién ampliamente conocidos.
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2.1. Modulacion NRZ y modulaciéon RZ

Las modulaciones de linea NRZ (non-return zero) y RZ (return zero) son consi-
deradas como las modulaciones mds elementales para la transmision de la in-
formacién en banda base.

La modulaciéon NRZ consiste simplemente en la idea intuitiva de asig-
nar un nivel de tension positivo cuando el bit que desea transmitirse es
un 1 y un nivel de tensiéon negativo cuando deseamos transmitir un O.
El nombre de non-return zero se debe a que la sefial permanece estable
durante todo el tiempo de transmision del bit.

La alternativa directa a NRZ es la modulacion RZ, donde también se
utiliza una tensién positiva para indicar la presencia de un 1 y una ten-
siébn negativa para la presencia de un cero. En este caso, no obstante,
una vez se ha transmitido la informacién la sefial retorna al valor de

tension cero antes de que se produzca el siguiente bit.

Teniendo en cuenta las definiciones anteriores vemos que cuando en una se-
cuencia de bits aparecen varios unos o ceros consecutivos la sefial NRZ se man-
tiene constante, no retornando a cero mientras que la sefial RZ siempre tiene
variaciones, retornando al valor cero después de la transmision de cada bit. En
la Figura 5 se muestran las formas de onda asociadas a cada una de las modu-
laciones de linea para una secuencia binaria determinada.

Figura 5. Formas de las sefiales moduladas en funcién del tiempo

A Snrz(f)
t
; ; ; ; ; } >
Tb
—>
1 1 0 1 1 0 0 0 1 0
A Srz(!)
t
Tb
—>

Arriba: NRZ; abajo: RZ.

Al comparar los dos formatos de transmisién vemos que NRZ puede tener una
componente continua significativa, sobre todo cuando se producen varios va-

lores de unos o ceros consecutivos en la secuencia binaria. Por otra parte, RZ
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nos proporciona la garantia de que la sefial siempre tiene cambios constan-
tes, independientemente de los valores de los bits de la secuencia binaria. Es-
to constituye una ventaja importante para garantizar una correcta detecciéon
de los sincronismos, ya que el receptor sabe que en cada bit se produce un
retorno a cero. No obstante, el ancho de banda de la sefial RZ es mas grande
que el de la seflal NRZ como lo indica la mayor actividad en los cambios de
tension. Este aumento del ancho de banda no siempre es adecuado ya que
las propias caracteristicas del cable pueden limitar la maxima tasa de bits que

puede transmitirse.

El formato de sefial NRZ se utiliza en el estdndar RS-232, que es un protocolo
que determina como intercambiar datos binarios en serie entre diferentes dis-
positivos o placas que procesan digitalmente la sefial. Aunque se usa en varias
aplicaciones, la mas popular es tal vez el puerto serie de muchos ordenadores,

especialmente en aplicaciones industriales.

Los ejemplos NRZ y RZ, tal cual se han presentado, son de tipo polar, debido a
que las amplitudes de los pulsos son de ambas polaridades, positiva y negativa.
Existen también las versiones RZ y NRZ unipolar, y en tal caso, cuando se
transmite el bit 1, se presenta polaridad positiva y, cuando se transmite el
bit O, se presenta polaridad nula y la sefial vale O volts. Las correspondientes
representaciones graficas coinciden con las del caso polar de la figura 5, salvo

en que las sefiales irfan de O a un valor positivo.

Polaridad

Al mencionar la polaridad de una sefial, se debe interpretar como el
signo positivo o negativo de la tension eléctrica mediante la cual se
manifiesta dicha sefal.

2.2. Modulacién NRZI

NRZI significa NRZ invertido'. Para este formato de modulacién, también bina-
ria, la amplitud del pulso dedicado a la transmisién de cada bit coincide con la
amplitud del pulso que se ha transmitido anteriormente si el bit actual es un
1, y cambia de polaridad respecto al pulso anterior cuando el bit actual es un
0. Es decir, cuando se produce un 0 cambia la polaridad de la sefial y cuando
se transmite un 1, la polaridad se mantiene igual. En la figura 6 se representa
esquematicamente este tipo de cddigo de linea donde puede observarse que
los cambios de polaridad se producen cuando se tiene que transmitir un bit
igual a cero.

M inglés, non-return zero inver-
sion.
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Figura 6. Ejemplo NRZI binaria

A Snrzi(f)

1 1 0 1 1 0 0 0 1 0 0

Forma de onda de la sefial modulada para una determinada secuencia de bits.

Este tipo de modulacién es el utilizado en los puertos de ordenador del es-

tandar USB?, cuyos conectores hoy en dia se han popularizado para interco-
nectar distintos tipos de periféricos al ordenador o incluso para realizar la ali-
mentacion y carga de baterias de los equipos. Los conectores USB aparecen
actualmente en la practica totalidad de dispositivos y terminales: teléfonos,
agendas electronicas, dispositivos de memoria, cimaras fotograficas, teclados,
ratén, sistemas de alimentacion, etc. Su popularidad es tal que practicamente
han desaparecido otro tipo de puertos como los PS/2 (para conectar teclados
y ratones), los puertos serie tipo RS-232 o los puertos paralelos (que se usaban
principalmente para impresoras y dispositivos que requerian un gran ancho
de banda)

En este tipo de sefializacion, a partir de las transiciones provocadas por los 0,
se facilita la obtencién del sincronismo de la seflal. Es decir, en la recepcion,
a partir de estas transiciones se ajusta el inicio de cada simbolo. Si llegan mu-
chos 1 seguidos, este sincronismo se puede perder. Para evitar que ello ocurra
en la sefializacién del estdndar USB, se realiza lo que se denomina bit stuffing,
consistente en afiadir un O tras una rafaga de seis 1 consecutivos, indepen-
dientemente del valor del bit posterior. Mediante esta técnica, se ralentiza la
transmision de la sefial; sin embargo, se ahorra que se tenga que transmitir
una seflal diferente para la obtencién del sincronismo de la modulacion.

Las especificaciones de USB mas rapidas son para el USB 3.0, que es compatible
con versiones anteriores y alcalza velocidades de 1,5 Mbps, 12 Mbps, 480 Mbps
(USB 2.0) y hasta 5 Gbps (USB 3.0).

2.3. Modulacion Bipolar (AMI)
La modulacién bipolar se denomina también AMI® o inversién de marca

alternada) y consiste en asignar O volts al bit O y polaridad positiva y
negativa de forma alternada cuando se transmite un bit 1.

@DysB es la sigla de la expresion
inglesa universal serial bus.

®AMI es la sigla de la expresion
inglesa alternate mark inversion.
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En la figura 7 se puede observar como la sefial es nula en los tramos en los que
se transmite un bit O y cuando se transmite un bit 1 es positiva si habia sido
negativa al transmitir el tltimo bit 1 y viceversa.

Figura 7. Ejemplo bipolar o AMI. Forma de onda de la sefial modulada en funcién del tiempo
para una determinada secuencia de bits

A SAMI(t)

La modulacién bipolar reduce la componente continua de la sefial ya que al-
terna constantemente el signo de la sefial transmitida. De esta forma, pode-
mos garantizar que no tenemos componente continua, lo que facilita la trans-
ferencia de la sefial a través del medio. Sin embargo, esta estrategia de modu-
lacién no garantiza ningan tiempo maximo para que se produzcan cambios
de polaridad por lo que el sincronismo del sistema puede ser dificil de conse-
guir en algunos casos. En efecto, si la secuencia de bits tiene un nimero de
0 muy largo la sefial de linea siempre estard a cero voltios, y serd complejo
mantener el reloj del receptor.

Existen diferentes variantes de la modulacién bipolar que intentardn garanti- ~ ®RDS] es la sigla de la expresion
red digital de servicios integrados.

zar que siempre se producen cambios de polaridad dentro de un tiempo limite.

Una de estas variantes es el formato HDB3 utilizado en la red Red Digital de
Ved también

Servicios Integrados (RDSI*) para interconectar o multiplexar diferentes sefia-

les binarias entre si. Este es el caso de cuando a través de un cable telefénico En el ejemplo 2 (subapartado
. . 2 . - . . 2.5) se consideraran con cier-
se transmiten simultdneamente diferentes sefiales y permite ofrecer diferentes to detalle algunas modulacio-

nes alternativas a la modula-
cién AMI, que pueden consi-
derarse como generalizaciones
de esta.

servicios a través de la red como por ejemplo videoconferencias.

Ejercicio 1. Diferentes tipos y variantes de codificadores de li-
nea

En este ejercicio se pretende profundizar sobre algunas variantes de modulaciones de
linea En concreto se consideran las modulaciones:

e Biphase (también denominada Biphase Mark Code - BMC)
e Manchester

* Manchester diferencial

e HDB3

e 8bl0b

Para cada una de ellas se pide:

a) Describir brevemente como se construye la seflal de linea a partir de una secuencia
de bits genérica.

b) ;{Que ventajas/inconvenientes tiene cada una de ellas? Citar aplicaciones donde se use
cada una de las modulaciones anteriores.

c) Determinar una sefial de linea correspondiente a la siguiente secuencia de bits:
1101010000000011.
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d) Calcular la energia media por bit de cada modulacién suponiendo que los niveles
de tensién que utilizamos son de +5 volts y que queremos transmitir una secuencia de
bits equiprobable a una velocidad de 10 Mbps. (Nota: Para el caso de HDB3 o 8b10b
suponer que la probabilidad de que se produzcan secuencias de 4 o mds bits iguales es
muy baja y que por lo tanto la energia puede aproximarse por la de una modulacién
AMI convencional).

Soluciéon

a) Para cada caso considerado, la seflal de linea se construye de la siguiente ma-
nera:

e Biphase Mark Code: Al inicio de cada bit se produce un cambio de nivel. Si se trata
de un cero se mantiene el nivel durante todo el periodo pero si se trata de un 1 se
modifica en el centro del periodo de tiempo asociado a ése bit.

e Manchester: La forma de onda asignada al 1 es un pulso de duraciéon T que empieza
en un nivel positivo y a la mitad del periodo cambia a negativo. La forma de onda
asociada al O también tiene una duracién T pero empieza en nivel negativo y a la
mitad del periodo cambia a positivo.

e Manchester diferencial: Si el bit actual es 1 se mantiene el nivel del bit anterior y se
cambia de nivel a la mitad del periodo de simbolo. Si el bit es O se cambia el nivel del
bit anterior y se vuelve a cambiar a mitad del periodo de simbolo.

e HDB3: El c6digo HDB3 se utiliza para evitar el problema de que aparezca un ntimero
elevado de ceros consecutivos, lo que dificultaria la sincronizacién de la sefial recibida
y consiste en la utilizacién del pulso rectangular NRZ y la siguiente ley de codificacion
de simbolos:
— Cada bit 1 se codifica con polaridad invertida al Gltimo pulso no nulo transmi-
tido.

— Los bits 0 se codifican con amplitud nula siempre que no excedan de tres bits
0 seguidos.

— A partir del primer bit transmitido se realiza un recuento de polaridad del pasado.
Si el nimero de pulsos positivos coincide con el nimero de pulsos negativos, la
polaridad es nula. Si un grupo de ellos excede al otro en un pulso, la polaridad
del pasado es positiva o negativa.

Cuando llegan 4 bits 0000 seguidos al codificador, el altimo bit, en lugar de co-
dificarse mediante cuatro amplitudes nulas como en el caso de AM]I, se codifica
mediante un bit de violacién de polaridad, igual polaridad al Gltimo pulso trans-
mitido, y se denomina V, pero siempre sin llegar a que la polaridad positiva o
negativa exceda en mas de un pulso, por lo que cuando sea conveniente también
el primero de estos cuatro bits se codifica con polaridad no nula (B) pero sin violar
la polaridad (puede encontrarse una descripcion mas detallada y con una tabla
de ejemplo en el problema 3 de los ejercicios propuestos en el libro de texto).

e 8b/10Db. Se trata de un codigo de linea cuyo objetivo es codificar la secuencia de bits
de entrada en una nueva secuencia en la que el ntimero total de ceros y unos esté
equilibrado. El cédigo final tiene la propiedad de que si se toma una secuencia de 20
bits el namero de unos y el namero de ceros no difieren en més de 2 bits. Ademas,
es posible garantizar que nunca aparecen mas de 5 unos o ceros consecutivos. Estas
propiedades garantizan que la sefial mantiene siempre una frecuencia de cambios
minima que facilita la recuperacion del reloj en el receptor y que limita la potencia de
la sefial en la componente continua. El c6digo originalmente fue patentado por IBM
aunque su uso fue reducido en la industria. Una vez IBM decidi6 liberar la patente
del cédigo se utilizan en un gran numero de aplicaciones précticas.

La codificaciéon funciona esencialmente a través de tablas. Cada 8 bits se convier-
te a 10 bits. Por tanto, de las 256 posibles palabras se seleccionan las 1.024 que
nos proporcionan mejores propiedades en cuanto a equilibrio y compensacién
de ceros y unos. Para realizar la codificacion la palabra de 8 bits se divide en dos
partes, una de S5 bits y otra de 3 bits. Ademas se genera una variable de estado
denominada running disparity que siempre se inicializa al valor -1. La asignacién
del codigo se realiza consultando tablas que proporcionan el valor final en fun-
cion del grupo de bits y del valor de running disparity. El valor de running disparity
cambia de -1 a +1 y viceversa siempre que la palabra final resultante tiene un
numero de ceros y unos no compensado (2 valores mds de un valor que del otro).
Si el ntmero de ceros y uno de la palabra de 10 bits es igual el valor de running
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disparity se mantiene. Las tablas de codificacién pueden encontrarse en diferen-
tes fuentes. En las siguientes tablas se proporcionan los resultados que pueden
encontrarse en la wikipedia.org.

Tabla 1
3b/ab 5b/6b
3b/4b code 5b/6b code
Input RD=-1 RD=+1 Input RD=-1 RD = +1 Input RD=-1 RD=+1 Input RD=-1 RD=+1
HGF fghj HGF fghj EDCBA abcdei EDCBA abcdei
Dx0 000 1011 | 0100’ [|Kx.0 000 1011 | 0100 D.00| 00000 ' 100111 011000 ||D.16 | 10000 011011 100100
Dx1 001 1001 Kx1t 001 0110 | 1001
X x1% D.01' 00001 011101 100010 D.17 10001 100011
Dx2 010 0101 Kx2% 010 1010 | 0101
D.02| 00010 | 101101 010010 |D.18 | 10010 010011
Dx3 011 1100 | 0011 | Kx3 011 1100 0011
Dx4 100 1101 | 0010 | Kx.4 | 100 1101 = 0010 D.03| 00011 110001 D.19 | 10011 110010
Dx5 | 101 1010 Kx5% 101 0101 | 1010 D.04 00100 | 110101 001010 |D.20 | 10100 001011
D.x.6 110 0110 Kx6% 110 1001 0110 D.05' 00101 101001 D.21 10101 101010
DxP7t 111 1110 0001 D.06 00110 011001 D.22 10110 011010

DxA7t| 111 | 0111 | 1000 ||Kx.71$[111] 0111 | 1000 D.07| 00111 111000 000111 |D.23t 10111 111010 000101
D.08| 01000 111001 000110 D.24 = 11000 110011 001100

D.09| 01001 100101 D.25 11001 100110
D.10' 01010 010101 D.26 @ 11010 010110
D.11| 01011 110100 D.27t 11011 110110 001001
D.12| 01100 001101 D.28 | 11100 001110
D.13| 01101 101100 D29t 11101 101110 010001
D.14 01110 011100 D.30t 11110 011110 100001

D.15/ 01111 | 010111 101000 |D.31 11111 101011 010100
K28 ' 11100 001111 110000

Adaptada de wikipedia.org

b) En todos los casos se trata de estrategias que intentan facilitar la recuperacién
de sincronismos, imponiendo que siempre aparezcan transiciones aunque la se-
cuencia de datos original tenga muchos ‘1s’ o ‘Os’ consecutivos. Bifase, Manches-
ter y Manchester diferencial tienen formas de onda que varfan muy rapidamente
(tal y como puede verse en el siguiente apartado). En cambio, HDB3 tiene un
menor nimero de cambios y por lo tanto un ancho de banda més optimizado.
Sus usos principales son:

e Bifase: Estandares de transmision de audio digital AES/EBU (AES3) y SPDIF
Manchester: Ethernet

Manchester diferencial: IEEE 802.5 (redes de area local en Token Ring)

HDB3. Red digital de servicios integrados. Multiplexacién de varias sefiales
8b/10b: PCI Express, IEEE 1294b, USB 3.0, DVI, HDM], Display Port, Serial ATA.

c) En la figura siguiente se proporcionan las formas de onda de cada una de las
modulaciones de linea para la secuencia de bits establecida en el enunciado. No
se ha representado la modulacién 8b/10b ya que al aumentar el namero de bits
los ejes temporales de los bits no coincidirdn con el resto de modulaciones. El
resultado de la codificacién 8b/10b se discute. Algunas de las soluciones no son
Gnicas ya que dependen de las condiciones iniciales en las que se encontraba el
sistema. Por otra parte, alguna de las modulaciones pueden tener definiciones
ligeramente distintas en funcién del texto consultado. La valoracién del ejercicio
tendra en cuenta estas posibles variaciones entre las respuestas y la coherencia
del resultado con lo expuesto en el primer apartado.


http://wikipedia.org
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Bits
1 [ NRZ unipolar

v

Bifase

Manchester

v

> Manchester
diferencial

HDB3
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En la codificacién 8b/10b la secuencia se descompone en bloques de 8 bits. Para
cada uno de los cudles se obtiene una palabra de 10 bits que se codificard en NRZ.
Asi pues, nuestra secuencia 11010100 00000011 se descompone en dos partes. A
su vez, cada una de las partes se divide en los 5 bits de mds peso y los 3 de menor
peso. A los primeros se les asignara un fragmento de 6 bits y al segundo uno de 4
utilizando las tablas proporcionadas en el apartado anterior y teniendo en cuenta
el estado del running disparity que suponemos que originalmente tiene el valor —
1. De acuerdo con esto:

11010 = D.26 — 010110
100 = Dx.4 — 1101

Por lo tanto 11010100 se convierte en 0101101101 y el running disparity se ac-
tualiza a +1.

Teniendo en cuenta este resultado, el segundo paquete de 8 bits se codificara:
00000 = D.00 — 011000
011 = Dx.3 — 0011

Por lo que la secuencia final de 10 bits asociada al segundo byte serd 0110000011

d) En los tres primeros casos, la energia del O y del 1 son AT, por lo que el pro-

medio es A°T. Para justificar éste resultado es necesario ver que para calcular la
energia de un bit determinado es necesario coger la forma de onda de la sefial,
elevarla al cuadrado e integrar. Las sefiales que tenemos tienen una amplitud A o
-A durante el periodo de bit, por lo que al elevarlas al cuadrado su amplitud sera

A% Al integrar A? durante un periodo de tiempo T obtenemos el resultado A’T.

2
Ehifase, Manchester = A™T

El caso del 8b/10b es parecido al anterior debido a la codificacién de la sefial es
NRZ por lo que la energia de cada bit es idéntica e igual a la amplitud a cuadrado
multiplicada por la duracién del bit. No obstante, ahora debemos tener en cuenta
que la duracién del bit debera ser menor debido a que se ha realizado la conver-
sion de 8 a 10 bits. El nuevo periodo de bit vendra dado por T = 8T/10.

En el caso AMI (HDB3 bajo la hip6tesis de que la probabilidad de que se produzcan
4 ceros consecutivos es muy baja) tenemos que la probabilidad de que el bit sea
cero serd de 0,5 (un 50 % de los casos). La energia asociada al bit O es nula ya que
la sefial tiene un nivel de amplitud zero. Por otra parte, la probabilidad de que el
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nivel tome el valor +A o -A sera de 0,25 en cada uno de los casos. En este caso,

el nivel de amplitud de la seflal es A, por lo que la energia sera A’T. La energia
promedio total sera por tanto:

Euntimedia = 0,5 x 0+ 0,25 x A>T + 0,25 x A’T = 0,5A°T
2.4. Modulaciéon M-polar

La modulacién M-polar es la modulacién que presenta M niveles o amplitudes
diferentes para una misma sefial. En los ejemplos anteriores pueden verse mo-

dulaciones que son binarias, porque a cada bit se le asigna solamente un nivel.

En la modulacién M-polar se modulan los bits tomandolos por grupos. A cada
grupo de bits se le asigna un nivel diferente. A continuacién, se presenta un
ejemplo que debe considerarse como un caso particular que posteriormente

generalizaremos a un nimero de niveles cualquiera.

Para el caso de modulacién polar de 4 niveles (4-polar), se tiene que para cada
dos bits de la secuencia binaria se asigna una amplitud diferente a los pulsos,
y por tanto cada pulso dura dos bits. El tiempo de simbolo (T) es el doble
del tiempo de bit (Th). Notad que para modulaciones binarias ambos tiempos
coinciden. En el caso de la modulacién polar de 4 niveles, se toman las cua-
tro amplitudes equiespaciadas o de igual diferencia de amplitud entre cada
dos niveles consecutivos, segiin se muestra en la tabla 1. Obsérvese que entre
cualesquiera 2 cédigos consecutivos las diferencias de tensiones son de una
amplitud igual a A. Esto implica que el cdédigo 01 y el codigo 11 tomen los va-
lores —A/2 y A/2 respectivamente. También es importante observar como han
sido ordenados los c6digos. Entre dos c6digos consecutivos solo se produce el
cambio de un bit, es decir, el codigo 01 tiene detras el codigo 11 por lo que s6lo
cambia el primer bit entre estas dos palabras. Andlogamente, el c6digo 11 tiene
como siguiente amplitud al cédigo 10. Esta estrategia de codificacion permite
que entre dos niveles de tensiéon consecutivos s6lo se produzca el cambio de
un bit. Esta propiedad es muy importante ya que la mayor parte de sistemas
practicos estan construidos de acuerdo con esta regla: “Dos niveles de tension
adyacentes solo difieren en un bit”. Los c6digos que cumplen esta propiedad

se denominan codigos de Gray.

Tabla 2. Codificacién polar de 4 niveles (4-polar)

Bits Amplitud (volts)
10 +3A/2
11 +A/2
01 -A/2
00 -3A/2
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En la figura 8 se muestra la sefial temporal obtenida mediante la codificacion
4-polar definida por la tabla 2 para una secuencia de bits determinada. Es in-
teresante observar la duraciéon de cada uno de los simbolos y compararlos con
la duracion de los bits. En este caso concreto, cada dos bits constituyen un
unico simbolo. Esta estrategia de codificacion permite que el ancho de banda
de la sefial que nos representa la secuencia de bits sea menor de lo esperado.
En efecto, desde un punto de vista puramente intuitivo, ahora cada valor de
amplitud nos representa dos bits. Esto significa que la cadencia de cambios
para representar una secuencia binaria es relativamente mas baja que cuando

cada bit era representado por un tnico valor de amplitud.

Figura 8. Representacion esquematica de una modulacién 4-polar tomando como referencia la
tabla 2 para la asignacién de niveles de cuantificacién a cada par de bits

A S4polar(l)
t
| | | | } | } >
T, T
«—> «—

Para generalizar el ejemplo anterior a otro niimero de niveles, se va aumen-
tando el ntimero de bits de cada grupo que da lugar a una amplitud. Si los bits
se toman en grupos de 3, se obtienen M = 8 posibles amplitudes y se asignan
cuatro valores positivos y cuatro valores negativos para que el efecto sea una
modulacién de tipo polar a la que se denomina 8-polar. En general, el namero
de niveles posibles es una potencia de 2, ya que asi resulta directo asignar a
cada uno de los niveles una palabra con un namero de bits fijo. Si los grupos
se toman de 4 bits, se tienen 16 combinaciones diferentes y daria lugar a la

modulacién 16-polar, y asi sucesivamente.

Generalmente, para cada uno de los niveles debe asignarse una palabra de k-
bits, que puede ser arbitrariamente elegida entre las 2k posibles palabras. La
relacion entre la palabra y el nivel de amplitud se conoce con el nombre de
tabla de asignacion. La tabla de asignacién puede ser arbitraria siempre que
tanto el transmisor como el receptor conozcan su definicion. Generalmente, es
conveniente elegir tablas de asignacion basadas en codigos de Gray, de forma
que las palabras asociadas a dos niveles adyacentes solo difieran en un bit.

En el ejemplo 1 se muestra una tabla de asignaciéon de Gray para una modula-
ci6én 8-polar. Este tipo de modulacién en banda base es cominmente utilizada
en modulaciones paso banda, en las que tanto la componente en fase como la
componente en cuadratura se corresponden a una modulacién de pulsos, y en
funcion de los diferentes niveles posibles para cada pulso se tienen diferentes

formatos de modulaciones paso banda.

Ved también

La modulacién 8-polar se ana-
liza con detalle en el médulo

“Comunicaciones digitales pa-
so banda” de esta asignatura.
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Ejemplo 1

Construccién de una tabla de asignacion 8-polar basada en cédigo de Gray. La tabla de
asignacién que se muestra a continuacién tiene la propiedad de que la distancia entre
dos niveles adyacentes es constante (y de valor igual a A) y que las palabras binarias de 3
bits asignadas a niveles adyacentes solo difieren en un bit (Codigo de Gray). Obsérvese
por ejemplo que entre los niveles asociados a 3A4/2 y 5A/2, situados a una distancia A,
solo se produce el cambio el segundo bit de la palabra cédigo (de 001 a 011).

Tabla 3. Tabla de asignacién de niveles de una modulacién 8-polar utilizando un cédigo de
tipo Gray

Codigo Nivel
010 7A/2
011 5A/2
001 3A/2
000 Al2
100 -A/2
101 -3A/2
111 -5A/2
110 -7A/2

2.5. Modulaciones M-unipolares

Las modulaciones M-polares que hemos considerado hasta tienen niveles de
amplitud simétricos, situados alrededor del valor de tensién cero. También es
posible definir las versiones unipolares, donde todos los valores de tension de
cada nivel tienen el mismo signo (generalmente el positivo). En el ejemplo 2
se muestra una modulacion con estas caracteristicas.

Ejemplo 2

En este ejemplo se muestra una tabla de asignacion correspondiente a un c6digo unipolar
de 8 niveles (8-unipolar) cuyos niveles estdn separados una distancia constante A y que
las palabras c6digo solo difieren en un bit para niveles consecutivos:

Tabla 4. Tabla de asignacién de niveles de una modulacién 8-unipolar utilizando un cédigo
de tipo Gray

Codigo Nivel
010 7A
011 6A
001 5A
000 4A
100 3A
101 2A
111 A
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3. Modulaciones de pulsos de amplitud (PAM)

En el apartado anterior se han introducido algunos ejemplos y casos particu-  ©)pAM es la sigla de la expresién

inglesa pulse amplitude modulation.
lares de modulaciones de pulsos por amplitud o PAM". En este apartado vamos gesap s

a intentar presentar los mismos conceptos pero mediante un estudio genera-
lizado a un ntmero de niveles cualquiera M, siendo M una potencia de 2.

En una modulacién PAM, se transmite una secuencia de pulsos cuya amplitud
se determina directamente a partir de la secuencia de bits. En el caso general
de mas de dos niveles, que se conoce con el nombre de modulaciones multini-
vel, cada grupo de b bits da lugar a una amplitud diferente segn la tabla de

asignacion de niveles que hemos definido en los apartados anteriores.

Asi, para formar una sefial modulada se realizan dos operaciones de forma

secuencial a partir de cada grupo de b bits:
e Obtencién de la amplitud que se asigna al grupo de bits.
e Transmisiéon de un pulso con la amplitud obtenida.

En el siguiente subapartado se formalizan ambos conceptos mediante el mo-

dulador digital.

3.1. Modulador digital PAM

Nos centramos en este subapartado en la asignacién de los niveles o amplitu- Amplitudes, simbolos o

des a partir de la secuencia de bits y de su estadistica. niveles
Hablaremos indistintamente
Si los bits se agrupan de b en b, el nimero de niveles necesarios para dar cabida del amplitudes, simbolos o ni-
veles.
a todas las posibles combinaciones de amplitudes o niveles es de: Lo mas formal es hablar de

una secuencia de simbolos pa-
ra referirnos a los diferentes ni-

M =2 niveles 3) veles que se van {mgnando a
la secuencia de bits.

Al nivel m-ésimo le corresponde la amplitud: a,,;, m = 1, ..., M. A partir de la
secuencia de bits de entrada b[n] se forma una nueva secuencia de amplitudes

o simbolos a[k], segin una tabla de asignacién de niveles.

La secuencia de bits es de naturaleza aleatoria, por lo que también lo es la se-
cuencia de simbolos. Cada bit de entrada al sistema es una variable aleatoria
igual a 0 0 a 1 con una determinada probabilidad. Se dice que la secuencia de
bits se caracteriza por la probabilidad que tiene cada bit de ser O 6 1. La situa-
cién mas frecuente consiste en que los valores tengan la misma probabilidad.
Se dice en este caso que los bits son equiprobables. Si ademés los simbolos se
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codifican sin efecto memoria, es decir, cada simbolo depende tinicamente de
los b bits correspondientes independientemente de los simbolos codificados
con anterioridad, entonces los simbolos también se producen con la misma
probabilidad (simbolos equiprobables).

Equiprobabilidad

Una secuencia de bits es equiprobable si cada bit es igual a 1 con pro-
babilidad 0,5 y es igual a O con probabilidad 0,5. En definitiva, cada bit
tiene la misma probabilidad de ser igual a O o igual a 1.

Una secuencia de simbolos es equiprobable si cada valor posible se pro-
duce con igual probabilidad y se dice que cada simbolo es una variable

aleatoria discreta y uniforme.

Pldd=a)=5 @

En la definicién anterior, es importante interpretar la formula (4). a[k] repre-
senta la secuencia temporal de simbolos que procede de codificar los bits. El
indice k es por tanto temporal. El simbolo que se transmite en el tiempo k
es uno cualquiera de los M disponibles en el conjunto de simbolos totales. El
indice m indica el orden de cada simbolo de todos los disponibles.

La forma coloquial de expresar la férmula (4) es, por tanto: “En el tiempo k,
se puede transmitir cualquier simbolo de los M disponibles. Los M simbolos
disponibles presentan idéntica probabilidad de ser transmitidos en el tiempo
k. Dicha probabilidad es igual a 1/M.”

Ejemplo 3. Codificacion de simbolo

En la tabla 5 se presenta como ejemplo una tabla de asignaciéon de niveles para PAM 4-
polar o directamente 4-PAM polar. A continuacién se reproduce dicha tabla. En la tabla 6
se representa un caso binario 2-PAM. En estas tablas se muestran las amplitudes o simbo-
los asignados en funcién del bit o bits que se tengan a la entrada del modulador digital.

Tabla 5
Bits 4-polar
am
10 +3A/2
11 +A/2
01 -A/2
00 -3A/2
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Tabla 6
Bits 2-polar 2-unipolar
am am
0 -A/2 0
1 +A/2 +A

Siguiendo con las operaciones que realiza el modulador digital a partir de la
secuencia de amplitudes a[k], se forma la sefial modulada s(f). Cada simbolo
multiplicado por el correspondiente pulso da lugar a la sefial modulada, cuya
expresion general se formula como:

s<z>=za{k]p(t—kT) (5)

En (5), p(t) es el pulso o forma temporal que se escoge para la transmision
de cada simbolo y T representa el tiempo de simbolo, es decir, el tiempo que
transcurre entre la transmisiéon de dos simbolos consecutivos.

En resumen, una modulacion PAM queda determinada mediante dos
factores: el tipo de codificacién utilizado para la asignacion de ampli-
tudes o simbolos (polar, unipolar, binario, multinivel, etc.) y el pulso
elegido para su conformacion (NRZ, RZ, etc.). El modulador digital para
PAM se desglosa por tanto en dos partes: el codificador de simbolo y el
conformador de pulso.

Segun la idea anterior, el esquema de la figura 1 que representa un modulador
digital se desglosa en dos partes, tal como se muestra en la figura 9. En el primer
bloque, la secuencia de bits b[n] se codifica para dar lugar a la secuencia de
simbolos a[k]. En el segundo bloque, se genera un pulso p(t) cada T segundos
de amplitud igual al correspondiente simbolo a[k]. El resto de los pardmetros
que aparecen en la figura se definen con detalle en el siguiente subapartado.

Figura 9. Etapas de un modulador digital: codificador de simbolo y conformador de pulsos

b 5
[n] alk] s(t)= Y alkl p(t - kT)

k=-0

a1
T

) | e )

fp=— r=

Codificador
de simbolo
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3.2. Parametros de configuracion de las modulaciones PAM

En cualquier esquema de modulador digital es importante definir los siguien-
tes parametros:

¢ Velocidad de bit o tasa de transmision: r,. Es el namero de bits por se-
gundo que se transmiten por el sistema de transmision. Sus unidades son
bits por segundo, o abreviado bps.

Tiempo de bit: T, = r_lb- Es el tiempo transcurrido entre cada dos bits con-

secutivos a la entrada del modulador digital.

’
Velocidad de simbolo: r= f. Es el namero de simbolos por segundo que

se transmiten por el sistema de transmision. Dado que cada simbolo trans-
porta b bits, la velocidad de simbolo viene dada por la velocidad de bit
dividida por los bits asociados a cada simbolo, tal y como se indica en la
definicion anterior. A las unidades de este parametro se les denomina bau-
dios. Un baudio equivale a un simbolo por segundo.

Tiempo de simbolo: T =—,1 =bT),. Es el tiempo transcurrido entre cada dos

simbolos consecutivos a la entrada del conformador de pulso.

e Energia media de simbolo: E; Es la energia media de la sefial modulada
s(t) que se transmite en el tiempo de un simbolo. E[.] representa el prome-
dio o esperanza estadistica.

T
E,= f s20)dr (6)
0

E
Energia media de bit: £, = f Es la energia media de la sefial modulada

s(t) que se transmite por cada bit. Dado que cada simbolo transporta b bits,

se relaciona con la energia media de simbolo segin la expresién anterior.

Segun lo anterior, la energia media de simbolo puede calcularse separando la
energia propia de la forma de onda del pulso, que es una variable determinis-
tica de la componente estadistica del nivel de amplitud correspondiente a la
combinacién binaria, que en este caso es una variable aleatoria. Teniendo en
cuenta estos resultados obtenemos la siguiente descomposicion:

T
E=Ha)[podi=Ha)e, @)
0
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De la expresion (7) se deduce que la energia de la sefial modulada PAM es igual

al producto entre la media estadistica del cuadrado de los simbolos, E{a,%], y

la energia del pulso, E,,.

Recordad, del estudio de variables aleatorias, que en general el valor de E{a,zn

puede obtenerse como la varianza de la variable aleatoria {am} mas la media
de esta variable elevada al cuadrado. En el caso en que la media de la variable
aleatoria fuera cero el resultado de esta componente de la energia coincide con

la varianza de {am}. Resumiendo:

E{az] oZ+ E{am])

8
E{am MZam =0=> E{am] ®)

Ejemplo 4. Calculo de energia media en modulacién polar y pulsos
rectangulares NRZ

En las modulaciones polares, los simbolos se codifican con igual nimero de niveles po-
sitivos que negativos. Consideraremos las modulaciones 2-polar del estandar RS-232 y
la 4-polar, dibujadas en la figura 5 y en la figura 8 respectivamente. Para transmitir una
secuencia de bits equiprobables a una tasa de transmisién de r, = 20 kbps, se calcula a
continuacién la energia media de bit para cada uno de los casos, suponiendo que la se-
paracion entre simbolos sea A = 5 voltios.

Solucién:
El promedio estadistico debe realizarse sobre las amplitudes de la sefial modulada, ya que

el pulso es una funcién determinista y se fija para todos los simbolos. Si se utiliza el pulso
rectangular NRZ, se tiene que la energia del pulso es igual a:

w0 =11(%) 9)

+00 +T/2
Ep:/pl(t)dt: f H(%)dt:T (10)
- -T2

donde hemos supuesto que la amplitud del pulso conformador es igual a la unidad y que
su duracion es T (igual a la duracién de un simbolo).

La potencia de los simbolos para el caso 2-polar, suponiendo que los dos simbolos son
equiprobables puede obtenerse como:

dal=447+(-41)=4  an

Y para el caso 4-polar, suponiendo también que los 4 valores son equiprobables se ob-
tiene:

da)- 42 (4P (47 (-2)- % a2

Para el caso 2-polar tendremos que la duracion de cada pulso serd

T=r%)00 =50 -1070 s. El valor dela energia serd por tanto:

A2 25
Eyapam=Ep 2pam =T = T30005 = 0312 mlul (13)
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Anélogamente, para el caso 4-polar la duracién del pulso serd el doble (7'=100- 1076) ya
que en cada simbolo se transmiten 2 bits. La energia por simbolo vendra dada por:

542 5.25
ES4PAM:TT:m:3,125 mJul (14)

Como cada simbolo se corresponde a 2 bits, la energia por bit serd la mitad que la energia
por simbolo. Asi pues:

Epapapy =16 miul (15)

Si se comparan las energias de bit para los dos tipos de modulacién, se concluye que, al
mantener la distancia entre simbolos, ambas modulaciones van a tener el mismo grado de
proteccién frente a errores producidos por el ruido; sin embargo, la modulacién 2-polar
requiere menor consumo de energia. Como contrapartida, necesita un mayor ancho de
banda, ya que éste es proporcional a la velocidad de simbolo (20 kbaudios en el caso
binario y 10 kbaudios en el caso multinivel).

3.3. Energia media de las modulaciones M-PAM

En el ejemplo 1 se obtienen expresiones para la energia media de bit E, de las
modulaciones PAM 2-polar y 4-polar en funcién del parametro de separaciéon
entre niveles A, y del tiempo de bit Tj. Mdas adelante se muestra que la ener-
gia de bit E; influye directamente en la probabilidad de error de los bits, de
ahi que resulte interesante obtener una expresiéon general que nos relacione
energia media de bit E, de una modulacién M-polar con el namero de niveles
de la modulacién. Esta relacion podra utilizarse para realizar diversos tipos de

andlisis de la probabilidad de error.

En los siguientes parrafos se obtiene una expresion generalizada que relaciona
la energia de bit de una modulacién multinivel M-PAM con el namero de
bits que se transmiten en cada simbolo. Para ello, se realizan los siguientes
supuestos:

¢ La modulacién es polar, lo que significa que se utilizan tantos niveles ne-
gativos como positivos de forma simétrica alrededor del cero.

e Todos los niveles tienen la misma probabilidad (equiprobables)

Suponemos que la modulacién tiene M niveles que se corresponden con una
codificacion de b bits por simbolo. De esta forma, obtenemos que:

M=2" (16)

Los M niveles estan distribuidos simétricamente alrededor de la tensién cero
y separados por una distancia A. La disposicion de los niveles se muestra en la
figura 10. Podemos obtener una férmula general de la tensiéon que corresponde
a cada nivel m a partir de la siguiente ecuacién:

an= -1 A l<m<M 17)
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En esta ecuacién, al dar valores a la variable m, iremos obteniendo todas las
amplitudes de la modulaciéon M-polar que se representan en la figura 10.

Figura 10. Representacién gréfica de los niveles de tensién de una modulacién M-polar

A : Distancia entre simbolos

M+1, -M+3, a4 s M-3 , M-1,
2 2 2 2 2 2

Se tiene un total de M niveles dispuestos simétricamente alrededor de la tensién 0 y separados todos ellos una distancia A.

Para determinar la energia por simbolo de la modulacién podemos utilizar la

féormula general obtenida en el apartado anterior:

M M
ES=E[a,%JEp=%ZIa,%1=7"Z( Ydyyma) M52, (18)
m= m—

Para llegar a este resultado final es necesario desarrollar el cuadrado dentro del
sumatorio y aplicar dos férmulas genéricas de progresiones finitas. Las férmu-
las que deberian aplicarse son:

N N

NWN+1 NWN+1)2N+1
Zn=¥ an=% (19)
n=1 n=1

A partir de la energia media de simbolo, la energia media de bit queda expre-
sada como:

E
E,=7 :M—A2E,, con M=2° (20)

3.4. Demodulador M-PAM

En este apartado realizaremos el estudio del demodulador M-PAM. El demo-
dulador digital presentado en la figura 3 debe realizar para el caso de modu-
laciones M-PAM las operaciones inversas a las representadas en el modulador
de la figura 9. Las funciones del demodulador se muestran en el diagrama de
bloques de la figura 10 y son las siguientes:

e Filtro adaptado o FA: es un sistema lineal e invariante de respuesta impul-
sional p(-t) y se dice que esta adaptado al pulso p(?).

*  Muestreo de la sefial: y(r,) = (1), ]

e Estimacion de la secuencia de simbolos a partir de las muestras obtenidas.
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e Decodificacion de los simbolos para dar lugar a la secuencia de bits deco-
dificada.

En el resto del apartado se describe con detalle el efecto que estas operaciones
tienen sobre la sefial.

Figura 11. Etapas de un demodulador digital M-PAM
S(t) + w(t) y()  y(t)

ALK bIK]

Decod. de :>
simbolo |

Filtro adaptado al pulso, muestreo, estimador de simbolo y decodificador de simbolo.

Para el analisis de la sefial, se asume que el tnico efecto producido sobre la
sefial transmitida es la suma de ruido. La respuesta impulsional del canal re-
presentada en la figura 2 se considera ideal.

h() = () 1)

El modelo asumido para el ruido se describe en el médulo “Comunicaciones
analdgicas: modulaciones AM y FM”. El ruido de canal w(t) es un proceso alea-

torio de media nula y de densidad espectral:

saN== @2

En definitiva, se tiene un canal de tipo AWGN.

Canal AWGN

El modelo de sefial de ruido comtnmente asumido en los sistemas de
comunicaciones consiste en un proceso aleatorio estacionario y blanco.
Cada una de las muestras en tiempo de la sefial de ruido se caracteriza
como una variable aleatoria gaussiana. En estas condiciones, se habla
de una canal de ruido aditivo blanco y gaussiano (AWGN). Los canales
AWGN se clasifican en canales AWGN ideales y canales AWGN con
distorsion. Los primeros corresponden al caso en el que la respuesta
impulsional tnicamente atentia y/o retarda la sefial (h.(f) = ad(t - t;))
y los segundos presentan una respuesta impulsional que no se puede
modelar segin la formula (22).

El filtro receptor adaptado al pulso transmitido es 6ptimo desde la perspectiva
de maximizar las muestras de sefial a su salida respecto al nivel de ruido. Aun-
que a priori podria prescindirse del mismo en aplicaciones en las que la trans-
mision es muy directa, y el ruido apenas deteriora la sefial, se considera en
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este apartado para facilitar mas adelante el calculo de la probabilidad de error
en las mejores condiciones posibles. Se formula a continuacién la respuesta
impulsional del filtro y la forma obtenida para la sefial resultante a la salida
de dicho filtro.

Considerando la respuesta impulsional del filtro adaptado:
hps®= p(—1) (23)

La respuesta al propio pulso se puede expresar en funcién de la funcién de
autocorrelacion del pulso.

pO* p(—0= Rp(t) (24)

La sefial a la salida del filtro adaptado queda como la convolucion entre la se-
fal de entrada al filtro adaptado y la respuesta impulsional del filtro adaptado:

WO =(sO+ wt)* p(—1) (25)

Donde la sefial PAM es igual a:

+c0
s= D dklplt - kT) (26)
k=—00

Sustituyendo (26) y (24) en la expresion (25), se llega a:

+00
WO= 50 p— D+ wD* =)= D dkIRt — kT)+n(z) 27)

—=—00

En la expresion (27), el primer sumando se refiere a la modulacién de pulsos
PAM y el segundo al término de ruido resultante a la salida del filtro adaptado.
En la figura 12 se representa el efecto para el caso de que el pulso p(t) sea
rectangular y NRZ. En el esquema superior de la figura, se puede observar la
forma de la sefial a la salida del filtro adaptado al pulso, cuando la entrada es
el propio pulso. En el esquema inferior se representa que la sefial a la entrada
del filtro adaptado es una secuencia de cinco pulsos con amplitudes positivas
o negativas segin el correspondiente simbolo que se transmita: a[k]. La sefial
de salida se interpreta como la superposicién o suma de la respuesta a cada
uno de los pulsos individuales.

Cada una de las muestras de la sefial de salida tomadas a razén de una por
tiempo de simbolo se corresponde con uno de los simbolos transmitidos. A
la salida del filtro adaptado, el pulso resultante se extiende en tiempo a lo
largo de dos periodos de simbolo, de tal modo que, cuando se toma la muestra

El pulso p(t)

El pulso p(t) es una funcién

de energia finita y, como tal,
su funcién de autocorrelacion
coincide con la convolucién de
la formula (24).
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correspondiente al simbolo alk], el nivel de sefial no se ve afectado ni por
el pulso anterior correspondiente al simbolo a[k-1], ni por el pulso posterior
correspondiente al simbolo a[k+1].

Figura 12. Sefales resultantes a la salida del filtro adaptado

W0

Rp(t)/Rp(O) =1
|, ﬂ# AA—o—»
s T

A s(t) alk-1] alk+1] ...
[
— —»-»
T — es
alk]

La siguiente definicidn se facilita como recordatorio de sefiales deterministas
de energia finita y para ayudar a caracterizar la influencia del pulso sobre las
muestras de sefial a la salida del filtro adaptado.

Densidad espectral del pulso

El pulso p(t) que soporta una modulacion digital es una funcién deter-
minista y de energia finita. Su funcién de autocorrelacion es:

Rp(@) =p(@)* p(—17) = plt+7)p(t)dt (28)
Su funcién de densidad espectral de energia es:
sn=lpel @9)
Y su energia es:

Ep= R0) = [Syndf  (30)

Con el objetivo de simplificar la notacién, y sin pérdida de generalidad, se
considera a partir de este punto que el pulso original se halla normalizado para
ser de energia igual a la unidad.

Ep= R0) = [podi= 1 31)

Si por ejemplo se considera el pulso rectangular NRZ para que cumpla la espe-
cificacion de energia igual a la unidad dada en (31), se debe normalizar como:

po=F0F) 62
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De esta manera, el nivel de los simbolos a la salida del filtro adaptado coincide
con los de la propia secuencia de simbolos a la entrada del modulador, y las
muestras de la seflal (27), tomadas al tiempo de simbolo T, son igual a:

WKT) = D dkIRAT — KT+ nkT) = dil+kl=ylk]  (33)

‘=00

Cada una de las muestras obtenidas a la salida del filtro adaptado y especifica-
das en (33) coinciden con el simbolo que debe detectarse mas una perturba-
cién aleatoria provocada por el ruido del canal. En el apartado 3, las muestras
de ruido se modelan y caracterizan estadisticamente para obtener la probabi-
lidad de error del sistema.

En la figura 13 se representa la sefial de salida de la figura 12 para el caso de
cinco simbolos 2-PAM, habiendo sumado las formas de onda de los diferentes
pulsos y la sefial de ruido, es decir, como se veria aproximadamente si se re-
presentara la seflal en un osciloscopio. Observad que en la figura 12 se consi-
dera inicamente la sefial atil PAM, pero no la sefial de ruido que se suma a
la modulacién PAM:

Figura 13. Sefial real resultante a la salida del filtro adaptado

y((k—1)T) Y((k+1)T)
/ /1\ AN \\
) ‘ \
% \
q /Jf \ —>
«—> N X 7
T \\ / /

{ /
y(KT)= alk] + n(KT)

Siguiendo el esquema de la figura 10, las muestras obtenidas a la salida del
filtro adaptado se comparan con un umbral (caso binario) o varios umbrales
(caso multinivel) para obtener la secuencia de simbolos detectada. Por ejem-
plo, en la modulacién 2-PAM polar, el umbral de comparacion es el nivel de O
volts realizando la siguiente operacién para cada una de las muestras.

WKT) >0 = dlk] =3
(34)

—A
WkT) <0 = dk]==4
Finalmente, el decodificador de simbolos produce b bits por cada simbolo de-
tectado. En el caso binario y polar, se tendria la situacién mas inmediata, ya
que el nivel positivo produce bit detectado igual a 1 y el nivel negativo pro-
duce bit detectado igual a 0.
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4. Probabilidad de error

En los apartados precedentes, se realiza la descripciéon genérica de las modu-
laciones PAM, asi como de los diagramas de bloques del modulador y demo-
dulador para este tipo de sefial. En el presente apartado se presenta la medida
de la probabilidad de error como una estrategia de analisis de la calidad de las
modulaciones digitales y se aplica al caso de modulaciones PAM.

Se plantea el calculo de las dos probabilidades de error siguientes.

©)SER es la sigla de la expresion in-
Probabilidades de error glesa symbol error rate.

")BER es la sigla de la expresién in-

Probabilidad de error de simbolo o SER®: P, es real, positiva y acotada -
glesa bit error rate.

al margen O < P, < 1 y representa el tanto por uno de simbolos que
de promedio se detectan erroneamente. Por ejemplo P, = 0,01 significa
que, de promedio, de cada 100 simbolos se detectan 99 correctamente

y 1, errbneamente.

Probabilidad de error de bit o BER’: P, es real, positiva y acotada al
margen 0 < P, < 1y representa el tanto por uno de bits que de promedio

se detectan errbneamente.

Para las modulaciones binarias, cada simbolo representa un bit, por lo
que ambas probabilidades coinciden. Para las modulaciones multinivel,
cada simbolo representa mas de un bit, por lo que en estas situaciones
la probabilidad de error de bit es siempre menor que la probabilidad de

error de simbolo.

En general, interesa obtener las expresiones de ambas probabilidades de error
en funcién de la energia media transmitida por bit (Eb). La probabilidad de
error es decreciente con la energia media transmitida por bit. En un sistema de
comunicaciones digitales, se aumenta la calidad de la transmisién gastando
mas energia por bit, y ello redunda en una disminucién de la probabilidad de
error (tanto de bit como de simbolo).

4.1. Condiciones de calculo de la probabilidad de error

Se enumeran a continuacién las condiciones asumidas para el célculo de la
probabilidad de error:
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1) El pulso transmitido se normaliza para tener energia igual a la unidad E, =
1 segun la definicién dada en (31). En definitiva, esta propiedad significa que
el nivel de tension resultante se fija con las amplitudes de los simbolos.

2) Los diferentes simbolos o amplitudes son equiprobables. Es decir, a[kT] pue-
de ser cualquiera de los M valores posibles con igual probabilidad.

3) Las muestras obtenidas a la salida del filtro adaptado se hallan inicamente
contaminadas por las correspondientes muestras del ruido resultante a la sali-
da de dicho filtro, tal como se expresa en la férmula (33).

4) Los umbrales de deteccion se asignan como los puntos medios entre cada
dos simbolos. Tomando como ejemplo la asignaciéon multinivel de los simbo-

los de la figura 10, los umbrales se sitian en 0, £A,+2A, etc.

5) El ruido del canal w(f) es un proceso aleatorio de estadistica gaussiana, por
lo que el ruido resultante a la salida del filtro adaptado n(t) = w(t) * p(-t) es
también de estadistica gaussiana. Cada muestra de ruido n(kT) es una variable

aleatoria gaussiana de media nula y varianza dada por la potencia de la propia

sefial de ruido P, = ¢°. Su funcién de densidad de probabilidad se muestra en

la figura 14.

Figura 14. Funcién de densidad de probabilidad de las muestras de
ruido a la salida del filtro adaptado al pulso

El calculo de esta potencia se realiza asumiendo la densidad espectral de ruido
de canal blanco dada en (22) y aplicando las propiedades de ruido filtrado. La
potencia de la sefial de ruido es igual a la integral de la funcién de densidad
espectral de la sefial de ruido:

Pu=or= [SuPfdf="LE,=2  (39)

La funcién de densidad de probabilidad de las muestras de ruido, de media

nula y de varianza o’ se expresa segun la férmula dada y se representa en la
figura 14.

n(kT): NO.62) = fn)= ﬁe—{% (36)

Figura 14

Al expresar la funcién de den-
sidad de probabilidad, se pres-
cinde de la dependencia tem-
poral de las muestras de ruido,
dado que para todas las mues-
tras se obtiene idéntica fun-
cién de densidad de probabili-
dad, cualquiera que sea el indi-
ce temporal k. Siempre que se
cumple esta propiedad, se dice
que tanto el ruido de canal co-
mo el ruido filtrado son proce-
sos aleatorios estacionarios.

La densidad espectral del
ruido

La sefial de ruido es un proce-
so aleatorio estacionario. La
densidad espectral del ruido
filtrado es igual a la densidad
espectral del ruido a la entra-
da del filtro multiplicada por
la funcién de transferencia del
sistema en médulo y al cua-
drado.
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4.2. Probabilidad de error para una modulacion 2-PAM polar

Habiendo analizado la estadistica de las muestras de ruido, en este apartado se
calcula la expresion exacta de la probabilidad de error para la modulacién 2-
polar y siempre asumiendo las condiciones dadas en el subapartado anterior.
Se opera de forma muy detallada para posteriormente extrapolar el resultado
a los otros casos de modulaciones PAM.

Los simbolos de una modulacién polar binaria son ('—ZA, +—2A) asociados a los bits

(0, 1) respectivamente. Bajo la hipotesis de que se ha transmitido un simbolo

positivo se tiene la muestra de sefial recibida condicionada a +§:

YKT)= +%5 +rk] (37)

o bien, prescindiendo en este calculo de la dependencia temporal para sim-
plificar:

y=+4+n (38)
La muestra o variable a partir de la cual se debe decidir si el bit transmitido es

un 1 o un O se denomina variable de decision y es a su vez una variable aleatoria

también gaussiana de media +% y de la misma varianza que la muestra de

ruido.
A A . ( _%)2 La notacién
y:N(+3, 62)$f(y|+3)= \,— 55— (39)
21w o . A\ .
La notacién f<){+3) significa la
funcién de densidad de proba-
Analogamente, si se ha transmitido el simbolo negativo, la funcién de densi- bilidad de la muestra y = y{k],
condicionada a que el simbo-
dad de probabilidad de las muestras correspondientes es igual a: lo transmitido en el tiempo &,
alk], sea igual a +%.
4\2
A A 1 (HT)
ViN(=4, )2 f{)f-4)= e (40)
\oro

Ambas funciones de densidad de probabilidad se representan respecto a la mis-
ma variable de decision en la figura 15. En el caso de que se haya transmitido
el simbolo positivo, si se recibe una muestra negativa se producira un error,
por lo que la probabilidad de cometer un error es el area de la correspondiente
funcién de densidad de probabilidad o f.d.p por debajo del umbral de detec-
cion, area de color gris oscuro de la figura. En el caso de que se haya transmiti-
do el simbolo negativo, si se recibe una muestra positiva se producira un error,
por lo que la probabilidad de cometer un error es el area de la correspondiente

f.d.p por encima del umbral deteccion, area de sobreado claro de la figura.
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Figura 15. Funciones de densidad de probabilidad de las muestras detectadas modulacién 2-
PAM polar

fy|2) fy]2)

I I y
-A2 +A/2

v

La probabilidad de error total es el promedio ponderado de las dos probabili-
dades de error condicionadas. Es decir, es la probabilidad de cometer un error

cuando se ha transmitido el simbolo +% multiplicada por la probabilidad de
transmitir el simbolo +§, mas la probabilidad de cometer un error cuando se
ha transmitido el simbolo —% multiplicada por la probabilidad de transmitir

el simbolo — %.

Pe=Pi Prly<0| )+ Py >0[F) @D
Y, para el caso de simbolos equiprobables, se detalla a continuacién, donde

la funcién Q(.) es el area de la funcién gaussiana centrada en el origen y de

varianza igual a uno.

}Q:%fJ nyHA/2)dy+%fwfy(ﬁ—A/2)dy=
o o4t
%/iﬁexp(_z_;)dﬂ.;/ﬁﬁexp(_z_;)dz:
- 2
tag)+iols)=d%)

2 ¢
(42)

En el caso de 2-PAM polar, se concluye que la probabilidad de error es el
area de la gaussiana con argumento igual al cociente entre la distancia
de cada simbolo al umbral de decisién (%), y la desviacion del ruido.
Este resultado es generalizable a otros tipos de modulacién. Se puede
aplicar siempre que los umbrales de deteccion se hallen en los puntos
medios entre cada dos simbolos.

En resumen, la probabilidad de error de simbolo coincide con la probabilidad
de error de bit para la modulacién 2-PAM polar y es igual a:

Py=Pe=0ig) 43

El resultado final

El resultado final del célculo

de la probabilidad de error es

una integral Gnicamente reso-

luble por métodos numéricos,

por lo que se deja en funcién
+00

de Q(x)—/ L e ’1—2dl que
= ~5dj,
| %

es el area de la gaussiana. Es-
ta funcion se halla directamen-
te relacionada con la funcién
de error complementario erfc,

ya que erfe0 == [ e=i2dz
I
y por tanto se cumple que
ox) = erfc(—lx) Esta expre-
2

sién es util, ya que la funcion
erfc suele estar implementada
en muchas aplicaciones ma-
teméticas o bien tabulada en
muchos libros de probabilidad,
y se puede consultar como pa-
so intermedio para obtener la
probabilidad de error numéri-
ca. En el apartado de férmulas
matematicas se presenta una
gréfica de la funcién Q(x).
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Dado que la energia media de bit para una modulacién 2-polar en las condi-
2 N
ciones dadas es Eb=AT y la potencia de las muestras de ruido es 62=TO, la

E
probabilidad en (43) se expresa en funcién del cociente de energiasN—b, tam-
0

bién denominado SNR por bit.

Py=P,= Q(\lzf:g ) (44)

4.3. Probabilidad de error para una modulaciéon 2-PAM unipolar

En la modulacién binaria unipolar se transmiten los simbolos (0, +4) que co-
rresponden respectivamente a los bits (0, 1). Las dos f.d.p. condicionadas de
las muestras recibidas son similares a las de la figura 15, con la diferencia de
que ahora estan centradas en (0, +A), por lo que, en las condiciones descritas
en el apartado 3.1, se sitGia el umbral en el punto medio entre los dos simbo-

los %, y la probabilidad de error obtenida coincide con la dada en (43). Este
resultado podria inducir a pensar que las modulaciones polares y unipolares
presentan el mismo comportamiento en cuanto a probabilidad de error; sin
embargo, los dos resultados s6lo son comparables cuando se expresa el argu-

mento de la funcién Q(.) en funcién del cociente de energias N—(b).

Para la modulaciéon 2-PAM unipolar de simbolos equiprobables y pulsos de

energia unidad, la energia media de la sefial modulada transmitida por bits es:

2
E,=E,=Ha2]=10+A)=4 (45)

Por lo que, sustituyendo A y o en (43) se obtiene:

Pb=Pe=Q( E—‘(’)) (46)

La probabilidad de error obtenida para 2-PAM unipolar (46) es peor que la ob-
tenida para 2-PAM polar (44), ya que, si en ambas se requiere idéntica proba-
bilidad de error y en igualdad de condiciones en cuanto al ruido del canal, en
el caso de la unipolar se ha de transmitir el doble de energia media por bit. En

el ejemplo 5 se demuestra numéricamente este resultado.

Ejemplo 5. Calculo de probabilidad de error

En un sistema de transmisioén binario, se invierte una energia media por bit igual a E;, =
5Ny, siendo Ny la constante de la densidad espectral del ruido del canal ideal AWGN segin
(22). Se calcula la probabilidad de error para la modulacién polar y para la modulacién
unipolar.

Para ambas modulaciones, el cociente de energias es:



CC-BY-NC-ND ¢ PID_00184999 41

Comunicaciones digitales en banda base

Con ayuda de la grafica que muestra la funcién Q(.) y que se presenta en el Anexo “For-
mulas matematicas”, se obtienen las probabilidades:

Py(Polar)= o10)= 03,16 27,82 107

P(Unipolar) = o) = 00224 = 127.1072

Se observa, por tanto, la superioridad en cuanto a comportamiento del sistema de la
modulacién polar. Si se deseara equiparar la calidad de la modulacién unipolar a la de
la modulacién polar, se deberia doblar la energia media por bit para el caso unipolar o,
dicho de otro modo, aumentar en 3 dB la energia invertida por bit.

4.4. Probabilidad de error para una modulacion M-PAM polar

En los apartados 3.2 y 3.3 se calculan las probabilidades de error para dos casos
binarios, y por tanto para dos situaciones en las que no se distingue entre
probabilidad de error de simbolo (SER) y probabilidad de error de bit (BER).

En el caso multinivel, se calcula previamente la probabilidad de error de sim-
bolo y posteriormente la probabilidad de error de bit. Asumiendo las condicio-
nes dadas en el apartado 3.1, las muestras recibidas a la salida del filtro adap-
tado de la figura 10 condicionadas a cada uno de los posibles simbolos trans-
mitidos presentan unas f.d.p de gaussianas centradas en el correspondiente
simbolo.

Figura 16. Funciones de densidad de probabilidad de las muestras detectadas modulacién M-
PAM polar

A Umbrales:

Umbral: #

/ 0 / \: +A

Mi3, Tl i 28, g
2 2 2 2 2

En la figura 16 se representan Unicamente las f.d.p. correspondientes a dos

. - . . M-1 . .
simbolos de un caso genérico. El primer simbolo (_( > )A), es un simbolo situa-

do en un extremo, por la que la probabilidad de error condicionada al mismo

es el area representada en blanco de su f.d.p. a partir del umbral #A, y

equivale a Q(z—/;) El segundo simbolo para el que se ha representado su f.d.p.,

%, es interior y se halla delimitado por dos umbrales: 0,+A. La probabilidad

de error condicionada es la probabilidad de que la muestra de sefial recibida
cuando se ha transmitido el simbolo se halle fuera del margen delimitado por

los dos umbrales. Como cada uno de los dos umbrales dista % del simbolo en

cuestion, el area total compuesta por las dos zonas representadas en blanco es
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el doble que la obtenida para un simbolo extremo y es igual a 2Q(2—f;). Al calcu-
lar la probabilidad de error total con equiprobabilidad de simbolos y teniendo
en cuenta que se tienen dos simbolos extremos y (M - 2) simbolos internos, se
ha de calcular la suma de las probabilidades de error condicionadas a cada uno
de lo posibles simbolos transmitidos Pr(error|a,,;), y multiplicada por la corres-

pondiente probabilidad de simbolo Pr(a,,):

m=1

P,= z Pr(a,)Pr(errona,) = 37 20(35)+ (M — 220(4) =
M (47)

AM-1) A
=37 0G;)

La distancia entre simbolos A se relaciona con la energia media por bit obte-
nida en (20) y la desviacion de ruido o se relaciona con la densidad espectral
de ruido segin (35) con lo que se tiene:

2AM-1) 6b_Ep
r=toffaz)

La BER en el mejor de los casos se obtiene a partir de la SER bajo las siguientes

consideraciones:

e Los errores de simbolo sdlo se producen entre simbolos vecinos o colin-

E
dantes. Si el nivel de sefial predomina sobre el nivel de ruido (N_g >1), la

probabilidad de que la muestra de sefial recibida se halle distanciada dos
umbrales mas alla del nivel realmente transmitido es muy baja y se consi-

dera nula a todos los efectos.

¢ Dos simbolos colindantes corresponden a agrupaciones de b bits que tni-
camente se diferencian en uno de ellos. Este tipo de codificacién se deno-
mina codificacion de Gray. Si, por ejemplo, para un caso de M = 8 simbolos
el tercer simbolo representa la terna de bits 000, el anterior podria repre-

sentar la terna 100 y el posterior la terna 010.

Asumiendo ambas consideraciones, y siguiendo con el ejemplo de 8-PAM, si
por cada cien simbolos transmitidos se produce un tnico error en media, la
SER del sistema es P, = 1—(1)0 =0,01. Al decodificar cada simbolo correcto, se ob-
tienen tres bits correctos. Al decodificar cada simbolo erréneo, se obtienen dos
bits correctos y un bit erréneo, por tanto de cada 300 bits transmitidos, en

media se detecta un tnico bit erroneamente y la BER es Pb=3—(1)0 =%. En el
caso general, la BER de las modulaciones M-PAM es igual a la SER dividida por
el namero de bits que se transmiten por cada simbolo:

_1p 2= o[ b Ep
Py=gPe="51" mzv—o) (49)
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La expresion dada para la BER en (49) es util para comparar modulaciones de
pulsos M-PAM entre si. Es interesante obtener valores para la BER cuando se
transmite una secuencia de bits a una velocidad de bit fijada e invirtiendo una
energia por bit también fijada. De los diferentes posibles formatos de modu-
laciéon PAM (M = 2, 4, 8, 16, etc.), el que presente una BER menor es el que
resulta de mejor calidad.

La figura 16 muestra las diferentes BER para modulaciones multinivel. Si se
E
fija el cociente de energias N—g y la velocidad de bit del sistema, el namero

de niveles M mas conveniente se obtiene como la resoluciéon de la siguiente
situacion de compromiso:

e Al aumentar el nimero de niveles, se degrada la BER (inconveniente).

e Al aumentar el namero de niveles, disminuye la velocidad de simbolo

r= r—lf’ y, para este tipo de modulacién (M-PAM polar), ello repercute en un

decremento del ancho de banda necesario (ventaja).

Figura 17. BER en funcién del cociente de energias para M-PAM polar, M = 2(*), 4, 8, 16
PAM 2 (*)4 8 16
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Ejemplo 6. Modulacion M-PAM sobre canal telefonico

Un sistema de comunicaciones digitales transmite informacién mediante una modula-

cién M-PAM sobre un canal telefénico cuyo ancho de banda méximo permite la trans-

misién de una velocidad de simbolo de r = 2.400 simbolos/s. El canal es ideal y AWGN. Se

requiere una BER del orden de 10, Se calcula a continuacion el cociente de energias ne-
E

cesario N—g para cada una de las dos velocidades de bit (r,) siguientes: 4.800 y 9.600 bits/s.
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En cada una de las dos situaciones, la velocidad de bit requerida determina el namero de

r
niveles de la modulacién. El cociente de velocidades Tb es el namero de bits que debe
transportar cada simbolo. La modulacién elegida en cada caso es 4-PAM (2 bits/simbolo)
y 16PAM (4 bits/simbolo).

E
El cociente de energias gse calcula invirtiendo la férmula de la BER obtenida en (49):

Ep M 2
o= o ) (50)
Para la modulacién 4-PAM (b = 2, M = 4):

2= Blo s e a1

E, (31
(—) = 1010g10(23,1): 13,6 dB
04
Para la modulacién 16-PAM (b =4, M = 16):

ﬂ_i(—(_ 52 _255( - 52 2 255 (4 2 =

5 20 1079) =32 (02,110 )= 22(4.1 P=178>

0

E (52)

(—b —10log, (178)=22,5dB

Nolyg 210 ’

En el caso 16-PAM, la demanda de energia transmitida por bit aumenta considerablemen-
te respecto al caso 4-PAM. Ello es debido a que, mediante 16-PAM, se transmite con una
mayor tasa de bit que con 4-PAM y los requisitos de BER son idénticos en ambos casos.
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5. Ocupacion espectral de las modulaciones de pulsos

En el apartado anterior, se ha presentado la estrategia necesaria para el cdlculo
de las probabilidades de error de simbolo (SER) y de bit (BER) considerando un
canal de transmisién ideal. Es decir, el canal no distorsionaba la forma de la
sefial transmitida y, por lo tanto, cada uno de los pulsos recibidos a la entrada
del filtro adaptado del demodulador PAM (figura 11) coincide con el corres-
pondiente pulso transmitido p(f), salvo constante o retardo temporal. Implici-
tamente se ha asumido que el ancho de banda en el que el canal presenta una
funcién de transferencia constante es mayor que el ancho de banda necesario

para poder transmitir el pulso sin que quede distorsionado por el canal.

Recordad que la forma del pulso recibido se relaciona con la forma del pulso
transmitido mediante la respuesta impulsional del canal (dominio del tiempo)
o de la funcién de transferencia del canal (dominio de la frecuencia).

D= POy*h(t)

(53)
PRl =PHHLS)

Si el ancho de banda sin distorsion del canal es B, eso significa que, en el

margen de frecuencias comprendido en este ancho de banda, la funcién de

transferencia presenta el siguiente comportamiento:

ae 27/t | f|<B, (54)
" Irrelevante | 7> B,
En ocasiones, coloquialmente hablando, se dice que el ancho de banda se re-
parte entre diferentes sefiales moduladas. En cualquier caso, en este apartado
designamos mediante B, el ancho que puede ocupar la transmisiéon de la mo-

dulaciéon digital que se esté analizando.

Si el ancho de banda del pulso es menor que el ancho de banda del canal, la
forma del pulso recibida coincide con la transmitida.

Bp <Bc = ppt) =ap(t— 1) (55)

Por tanto, en la mayoria de los sistemas de comunicaciones, el ancho de banda
de canal disponible es limitado. Como consecuencia, el disefiador del sistema
debe considerar las restricciones impuestas por el ancho de banda disponible
para elegir el formato de modulacion. En el caso de las modulaciones de pulsos,
la forma temporal del pulso es la que influye directamente en la forma final de
la densidad espectral de la sefial transmitida. Y mas concretamente, se puede
afirmar que el ancho de banda del pulso coincide con el ancho de banda de la
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modulacién. El objetivo de este apartado se centra en el calculo de la densidad
espectral del pulso que soporta la modulacién, definida en el subapartado 2.3,
como paso previo a determinar el ancho de banda de la sefial modulada.

5.1. Densidad espectral con pulsos rectangulares

Para una modulacién de pulsos rectangulares NRZ, se tiene que la transforma-
da de Fourier del pulso (TF) es:

_ sen(zfT)

PO=THOf)| === (56)

La densidad espectral de la sefial modulada es proporcional al médulo de la
transformada de Fourier de la funcién pulso elevado al cuadrado. Estrictamen-
te, al considerar el pulso rectangular, la ocupacién espectral es infinita, pues
la forma frecuencial (56) se extiende desde menos infinito a mas infinito. Al
tratar con pulsos limitados temporalmente al tiempo de simbolo, o de menor
duracién como en el caso RZ, la propiedad anterior es inevitable. Una funcién
de duracién temporal limitada presenta una ocupacion espectral ilimitada.

La representacion espectral suele hacerse en dB, como 20logo(|P(f) |

¢ Se define el ancho de banda a 3 dB como el ancho de banda en el que la
representacion espectral del pulso cae 3 dB respecto a su maximo.

e Sedefine el ancho de banda entre ceros como el ancho de banda del 16bulo
principal.
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Figura 18. Funcién de densidad espectral del pulso NRZ en dB (eje vertical)
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El eje frecuencial se halla normalizado a la velocidad de simbolo r, es decir, se halla dividido por la velocidad de simbolo r.

En la practica, cuando se trabaja con modulaciones cuyos pulsos son de du-
racion temporal limitada, debe hacerse en condiciones tales que los 16bulos
secundarios no interfieran a otras sefiales. En las denominadas modulaciones
de codigos de linea, las sefiales transmitidas por el cable no se suelen multiple-
xar, es decir, no suelen compartir el canal con otras sefiales, por lo que la ocu-
pacioén espectral no representa un problema, mas alla de que el propio cable
atente las frecuencias altas.

En otro tipo de transmisiones, como por ejemplo en aplicaciones electromag-
néticas, muchas sefiales comparten simultdneamente el medio, multiplexan-
dose en frecuencia, por lo que el ancho de banda asignado a cada sefial o usua-
rio debe respetarse en la medida de lo posible. En este tipo de aplicacion suele
regularizarse no tan soélo el ancho de banda, sino también las exigencias de
caida en dB para los l6bulos secundarios que sobrepasan maés alla de la banda
asignada. Por ejemplo, el estandar de television digital terrestre (DVB) presen-
ta una plantilla para cada emisora de 8 MHz de ancho de banda. Mas alla del
ancho de banda, cada emisora debe presentar una atenuacién superior a 40
dB y decaer del orden de 13 dB/octava.

5.2. Modulaciones PAM con pulsos sinc
En este apartado se estudia el pulso dual al rectangular NRZ. El pulso dual

significa que es el que tiene intercambiadas las formas frecuencial y temporal
y, por lo tanto, el dual al pulso rectangular, en tiempo es una funcion de tipo
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sinc'y en frecuencias es de tipo rectangular. A la salida del filtro adaptado de la
figura 10 y también de la figura 11, el pulso que interesa tener es una funcién
sinc que presenta ceros cada T segundos, siendo T el tiempo de simbolo.

) sen(zrt) Seﬂ(ﬂ%)
Rp(t)=sinc(rty=—77 = i (57)
T

La condicién de presentar ceros se requiere para evitar la ISI® o interferencia ~ ®ISI és la abreviatura de InterSym-
. . 21 . . bol Interference.
intersimbolica, concepto que se define formalmente en el subapartado 6.1. Si

llegan pulsos sinc consecutivos y espaciados cada T segundos al muestrear un

pulso en un instante de tiempo correspondiente a su maximo, el resto de los

pulsos que son de duracién ilimitada presentan un cero para el mismo instante

de tiempo, evitando que se produzca interferencia de unos simbolos a otros.

En la figura 19 se muestra una secuencia de cuatro pulsos de tipo sinc y es

de destacar que, en el instante de tiempo en que cada una de las funciones

presenta un maximo, el resto de las funciones presentan un cero.

Figura 19. Pulsos sinc espaciados a tiempo de simbolo

alk-1] alk] a[k+1] a[k+2]

Cada pulso transporta un simbolo.

Para obtener este tipo de pulso a la salida del filtro adaptado, la forma dada
en (57) coincide con la autocorrelacion del pulso que se debe transmitir, cuya
funcién es a su vez un pulso sinc, como se demuestra a continuacion.

Para forzar que la forma del pulso equivalente a la salida del filtro adaptado
sea la funcion sinc, cuando el pulso que se recibe es p(t) y se convoluciona con
la respuesta impulsional del filtro adaptado p(-t), se ha de cumplir:

PO*p(—1)= Rp(t) = sinc(rt) (58)
En el dominio de la frecuencia se obtiene cual debe ser la forma frecuencial o

transformada de Fourier del pulso que se debe transmitir para que se cumpla
la ecuacién (58):
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o] =dndrrn={Fnd) o)

Y, finalmente, volviendo al dominio temporal:

pt)= \/: sinc(rt) (60)

La ultima expresion es el pulso que se debe transmitir. Su energia es igual a
1. La respuesta impulsional del filtro adaptado coincide con la propia funcién
pulso.

Estrictamente, al considerar el pulso sinc, la duracién temporal es infinita, pues
la funcion se extiende desde menos infinito a mas infinito y su transformada
de Fourier es de ancho de banda limitado. En particular, el ancho de banda es
de 5§ Hz, debido a que la ocupacién frecuencial es igual a r Hz considerando
frecuencias positivas y negativas. El ancho de banda de las modulaciones PAM
soportadas por funciones sinc es también 5 Hz , pues coincide con el ancho

de banda del pulso.

El ancho de banda que presenta la funcién sinc, 5, resulta el menor an-
cho de banda que se puede utilizar para obtener una modulacién PAM a
r simbolos/seg sin interferencia entre simbolos consecutivos. Dicho de
otro modo, no existe ningan otro tipo de pulso, cuyo ancho de banda,
sea menor al de la funcién sinc y que presente ISI igual a cero.

El pulso sinc es un pulso ideal, ya que con €l se consigue el minimo ancho
de banda, y muy interesante a nivel académico, debido a las propiedades de
dualidad respecto al pulso rectangular NRZ.

En la practica, sin embargo, es un pulso dificilmente implementable. Su ca-
racteristica frecuencial tan abrupta, con una banda de transicién nula, hace
que sea dificil de conseguir. Otro inconveniente viene dado por la atenuacién
de los l6bulos secundarios en el dominio del tiempo. Los 16bulos secundarios
decaen de forma inversamente proporcional al eje temporal. Esta propiedad
no es muy deseable, porque en situaciones de sincronismo imperfecto de reloj
se puede producir un nivel elevado de interferencia entre los simbolos (ISI).

5.3. Pulsos de raiz de coseno realzado

Los pulsos de raiz de coseno realzado, a los que se denomina RRC’ en el resto  PRRC es la sigla de la expresion

. . .. . L. inglesa root raised cosinus.
del documento, consisten en una generalizacion del pulso sinc y son utiles

para suavizar los problemas de implementacién que presenta el pulso sinc. Los
pulsos RRC se forman extendiendo el ancho de banda del pulso sinc a la vez
que se mantienen las condiciones de ISI nula, o de presentar ceros a tiempo

de simbolo. Para generalizar los pulsos sinc, se utiliza una parametrizaciéon que
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viene dada por el exceso de ancho de banda respecto al pulso sinc. El exceso
maximo puede llegar a ser del 100%, es decir, en el caso extremo se llega a
doblar el ancho de banda y a tener pulsos de ancho de banda r Hz.

Si a representa el pardmetro que indica el exceso de ancho de banda respecto
al pulso sinc, 0 < a < 1, el ancho de banda del correspondiente pulso RRC es
de 5(1+a) Hz y la banda de transicién ocupa ar. El pardmetro a se denomina

factor de caida o de rolloff. El caso particular de a = O corresponde al pulso sinc.

Figura 20. Densidad espectral de los pulsos RRC
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Se han representado para diferentes valores del factor de rolloff desde 0 (pulso sinc) hasta 1. En trazo mas grueso se ha
representado la forma correspondiente al factor de rolloff 0,5. El eje frecuencial se halla normalizado a la velocidad de simbolo r.

La forma frecuencial representada en la figura 20 es la densidad espectral de
los pulsos RRC y, su expresion exacta es:

1 A<50-w
SPrrcN) = {5+ cos@r(fI-51-@)  5(1-a)< A<501+a) (61)
0 S(1+a)< [fi

Donde r representa la velocidad de simbolo y a el factor de rolloff.

El ancho de banda resultante, tanto para el pulso como para la sefial modulada,

es igual a:

By=B;=%4(1+a) (62)
Para obtener esta forma a la salida del filtro adaptado, la transformada de Fou-
rier del pulso que debe transmitirse, asi como la funcién de transferencia del

filtro adaptado corresponden a la raiz cuadrada de la funcion (61), de ahi el
nombre de los pulsos: raiz de coseno realzado.

Prrclf)= dSPRRC(f) (63)
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En el dominio del tiempo, el pulso resultante a la salida del filtro adaptado
se halla libre de ISI.

cos(zart)

PrrcD* Prpc— D= Rppp ) = sinc(r1) = (2art)2 (64)

La ecuacion (64) corresponde a los pulsos resultantes a la salida del filtro adap-
tado. Se puede observar que en el caso particular de que el pardmetro de rolloff

sea nulo a = 0, la forma obtenida coincide con la funcién sinc.

En la transmisién de una modulacién PAM, al muestrear la sefial resultante a
tiempo de simbolo, cada pulso presenta un méaximo igual a 1 y ceros cada T
segundos, de forma anéloga a lo obtenido en la ecuacién (57) para el pulso sinc.
La caida de los l6bulos secundarios temporales es de mayor rapidez a mayor
factor de rolloff, por lo que se han suavizado los dos inconvenientes practicos
que presentan los pulsos sinc: caida lenta de 16bulos secundarios temporales y
forma frecuencial abrupta en el dominio de la frecuencia.

En la figura 21 se muestran diferentes formas temporales de pulsos resultantes
a la salida del filtro adaptado para diferentes factores de rolloff.

Figura 21. Autocorrelacion de los pulsos RRC
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Se han representado para diferentes valores del factor de rolloff desde 0 (pulso sinc) hasta 1. En trazo mas grueso se ha
representado la forma correspondiente al factor de rolloff 0,5. El eje temporal se halla normalizado al tiempo de simbolo T.
Los pulsos RRC son ttiles en aplicaciones en las que el ancho de banda que
debe repartirse entre diferentes usuarios o sefiales es limitado.

Existen muchos estandares de comunicaciones cuyas modulaciones son so-
portadas por pulsos RRC. En la mayor parte de ellos, el factor de rolloff elegi-
do oscila entre 0,2 y 0,35 aproximadamente. Un caso practico de utilizacion
de pulsos RRC es el estandar de telefonia inalambrica de tercera generacion
UMTS.
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Ejemplo 7. Eleccion de rolloff

Se dispone de un ancho de banda de 3 MHz para la transmision de una secuencia de bits
a la velocidad de 10 Mbps. Se plantea la modulacién cuaternaria, a cuatro niveles, (M =
4) y se requiere calcular el méximo factor de rolloff que debe implementarse al modular
mediante pulsos RRC.

La modulacién a cuatro niveles da lugar a una modulacién de simbolos a la velocidad de:
)
7

r == =5 Msimbolos/s

Si se transmitiera con un pulso sinc, el ancho de banda necesario seria de

r
Bsinc =5= 2,5 MHz

Dado que se tiene disponible un ancho de banda de 3 MHz, el exceso maximo utilizable
es de 0,5 MHz y, segiin la férmula de ancho de banda (62), se calcula el factor de rolloff
como

aé:O,SMHz:Nz: =02

Por lo que la solucién més adecuada consiste en elegir un pulso RRC con este factor de
rolloff.



CC-BY-NC-ND ¢ PID_00184999 53 Comunicaciones digitales en banda base

6. Interferencia intersimbolica

El término de interferencia intersimbdlica o ISI aparece en apartados preceden-
tes, y sus efectos sobre el comportamiento del sistema se estudian de forma
detallada en el presente apartado.

Existen muchos fenémenos, en general no deseados, que producen ISI sobre la
sefial. El mas importante es el producido por canales no ideales. Si, al realizar la
deteccion de los simbolos, las muestras a la entrada del detector presentan ISI,
la probabilidad de error se degrada aumentando considerablemente respecto
a un caso libre de ISI.

En el apartado dedicado al demodulador M-PAM, se define canal ideal cuando
el canal fisico puede modelarse como un sistema lineal e invariante en tiempo,
cuya respuesta impulsional presenta inicamente atenuacion y retardo. De he-
cho, la férmula (21) corresponde a la respuesta impulsional de un canal ideal

que ni siquiera atenda ni retarda la sefial.

En este apartado, se plantea la situacién de que el canal no sea ideal y que por

tanto produzca ISI sobre la sefial muestreada.

6.1. Interferencia intersimbdlica ISI

ISI

Se produce ISI cuando, al muestrear la sefial a la salida del filtro adapta-
do a una muestra por simbolo, la muestra obtenida, ademas del simbolo
que debe detectarse y de la componente de ruido, presenta de forma
superpuesta aditivamente contribucién de simbolos precedentes y/o de
simbolos posteriores. Este fenémeno se formula como:

an)=a[n]c{0]+kf:a[k]c{n—k]+n(nD (65

k#n

El segundo sumando correspondiente al sumatorio representa el tér-
mino de ISI y provoca una degradacion sobre la probabilidad de error.
Los términos representados como c[n] son las muestras del pulso resul-
tante a la salida del filtro adaptado.

El ejemplo 8 ilustra una situacion tipica en la que las mualtiples reflexiones de

la sefial transmitida en una transmision inalambrica pueden provocar ISI.
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Ejemplo 8. ISI producida por canal no ideal

Se considera la transmision de una modulacién 2-PAM polar basada en pulsos NRZ por
un canal no ideal. La respuesta impulsional del canal presenta un enlace o camino prin-
cipal y un eco o camino secundario. El ejemplo constituye un caso particular de canal
multicamino o multipath.

Se considera la sefial modulada PAM de simbolos binarios y equiprobables: dk] = i%y de
pulsos NRZ normalizados de tal modo que su energia es igual a 1

1 14
p==—=I\= (66
i) )
Sefial modulada 2-PAM polar

+00
s0= > dklplt k1) (67)
k=—00

Se transmite por un canal de comunicaciones. La respuesta impulsional del canal se halla
formada por el enlace principal o directo entre el transmisor y el receptor y una reflexion
0 eco, seglin se muestra en la figura 22.

Figura 22. Representacién de un
canal consistente en el camino
directo y un retardo o eco

Eco ¢4

Tx > Rx

Camino directo

La respuesta impulsional correspondiente al camino directo y un eco de retardo igual al
tiempo de simbolo T se modela como:

W)= cod®+ 18t - T) (68)

El ruido aditivo se modela como de costumbre como un proceso aleatorio estacionario
de media nula, blanco y gaussiano de densidad espectral

N,
Swh= (69)

Por tanto, la sefial a la entrada del receptor se formula como:

+00
K0 = sO* hel)+wy= D dlklple = KT)*(code) + 16t — 7))+ wio) =

k=—00

00
= D dilcoplr = K1)+ cyplt — KT = 7)) +w(o)

k=—00

(70)

Si el receptor se disefia mediante filtro adaptado al pulso transmitido tal como se modela
en la figura 11, la sefial a la salida del filtro adaptado es igual a:

+00
WO = pl =)= D dkleqRplt = KT)+eqRple = KT = T))+ (o) (71)
k=—00

El sumatorio de la expresion anterior se interpreta como una modulacién PAM, también
binaria y polar y con pulso equivalente igual a:
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P 0= PO*hlt)* M~ )= cRp(O)+ ¢ Rplt — T) = e+ e AT (72)

Una forma de reescribir la expresiéon dada en (71) es mediante la forma del pulso definida
en (72):

+00
¥0= 2 dklpp ¢~ 1)+ 10 (73)

k=—00

El pulso resultante Pr,(t) se muestra en la figura 23 y es un pulso de duracién igual a tres
periodos de simbolo y que presenta dos muestras no nulas cuando se muestrea a tiempo
de simbolo.

alk-1] alk] alk+1]

v

“—>
T

Figura 23. Pulsos resultantes con ISl a la salida del filtro adaptado

La sefial y(t) de la expresiéon (73) es muestreada a tiempo de simbolo para realizar la
decisién de los simbolos y queda como:

ynT) = codn] + cpdn —1] +n(nT) (74)

De (74) se concluye que el eco del canal produce directamente ISI sobre las muestras de
seflal. Idealmente, deberia obtenerse inicamente el término correspondiente al simbolo
que se quiere detectar, en este caso a[n], pero por un lado se tiene el término de ruido
n[nT] y ademas en este caso la muestra de ISI: c;a[n-1].

Notad que, en la expresion anterior, la ISI sobre las muestras disponibles
para la deteccion se halla provocada tnicamente por el simbolo ante-
rior al actual. Este es un caso particular del caso general formulado en
(65), en el que cada muestra sufre interferencia de todos los simbolos
transmitidos. En la practica, se suelen tener situaciones intermedias a
estos dos casos extremos. En comunicaciones moviles, la ISI suele con-
tener términos correspondientes a 3, 4 6 5 simbolos aproximadamente.
Cuando hay varios simbolos provocando ISI, la degradacion sobre la
BER se analiza como el efecto provocado por un incremento de potencia
total de ruido més que como una reduccion de distancia a los umbrales
de deteccion que se explica a continuacién.

La degradacion que sufre la probabilidad de error debida a la ISI se mide a partir
de la reduccion de la distancia minima de los simbolos en recepcién respecto
a los umbrales de deteccion. Se presenta el ejemplo 9, que es la continuacién
del ejemplo 8 y en el que se analiza la expresién obtenida para la probabilidad
de error para el caso del canal con eco.
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Ejemplo 9. Degradacion de la probabilidad de error producida por la ISI

Para evaluar esta degradacion en el presente ejemplo, se evaltian a continuacién las mues-
tras recibidas con los siguientes valores para los caminos representados en el modelo de
canal de la expresion (68):

C0= 1; C1 =O,5

Sustituyendo en las muestras de la sefial detectada de la ecuacién (74), se tiene:

yuT)= dn] + 0,5dn — 1] +n(kT) (75)

Y la regla de decisién que debe aplicarse es la presentada en la ecuacién (34), es decir, el
umbral de deteccion es igual a cero.

Si el simbolo transmitido en el tiempo 7 es el de nivel positivo: +% y el transmitido en

el tiempo n — 1 es el de nivel negativo: —%, la muestra de sefial recibida y[n] se acerca
al umbral de decisién (0), y por tanto se halla menos protegida frente a la muestra del

ruido. Dicho de otro modo, si el nivel de ruido llega a ser negativo y menor que — %, esta

muestra y[n] serd negativa y por tanto se detectara erréneamente. En resumen, las dos
peores situaciones se producen cuando:

dnl= +5:dn-11= -5 = nl= +34 +4]

76
a{n]=—%;a[n—l]=+%fr’y{n]= —%%""‘["] 7

En ambas situaciones, la distancia del simbolo detectado, sin considerar la muestra de
ruido, respecto al umbral de deteccién se ha reducido en un 50%. La probabilidad de error
o BER se puede aproximar por la probabilidad de que, en estas ocasiones, las muestras
de ruido modeladas segtn la ecuacién (36) provoquen el salto de las muestras detectadas
respecto al umbral.

Figura 24. Funcién de densidad de probabilidad de las muestras recibidas condicionada al
simbolo transmitido +%
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En la figura 24 se muestra la funcién de densidad de probabilidad de las muestras recibidas
condicionada al simbolo transmitido +%. La distribucién de las muestras es igual a la
semisuma de dos gaussianas, pues por probabilidad en el 50% de la ocasiones el simbolo

anterior es positivo dn—1]= +%, y en el 50% de las ocasiones el simbolo anterior es
A

negativo a[n - 1] =-73.
La probabilidad de detectar un simbolo negativo cuando se ha transmitido un simbolo

positivo dn]= +% esel area delaf.d.p delafigura 24 desde menos infinito hasta el umbral
y, como en el caso sin IS, se expresa en funcién del area de la gaussiana Q(.):

rp=re=3dig)+2diz)=2ds) (77

Los términos no significativos corresponden a areas de gaussiana Q(.) de argumentos
mayores al representado en la expresién anterior. Debido al caracter decreciente a ritmo
exponencial del 4rea de la gaussiana, en general son términos de 2 o 3 6érdenes de mag-
nitud menores que el principal, por lo que suelen despreciarse en la evaluacién de la
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probabilidad de error. La constante % es debida a que el 50% de los simbolos recibidos,
salvo ruido, se hallan a la minima distancia respecto al umbral.

2 N,
Dadas la energia media de bit £, = AT y la potencia de ruido 62 = TO, la probabilidad de

E
error en (77) se expresa en funcién del cociente N_g o SNR por bit.

, E
Pb:Pez—éQ( %N—g) (78)

Al comparar la probabilidad de error en (78) con el resultado obtenido con canal ideal de
la ecuacién (44), se deduce que, debido a la ISI presente en este ejemplo, para mantener
la probabilidad de error respecto al caso ideal deberia transmitirse 6dB mas de energia
media transmitida por bit. Esta cantidad se obtiene al comparar los argumentos de las
dos funciones Q(.), férmulas (44) y (78).

Ep
%)
0/caso ideal (79)

6=1010g1 TEs
3|

caso con ISIl

La ISI provoca en deteccion una degradacion de la probabilidad de error
respecto a la energia media transmitida por bit. Para evaluar la degrada-
cion respecto a la situacion sin ISI, deben realizarse los siguientes pasos:

e Analizar la reduccién de la distancia de las muestras recibidas res-
pecto al umbral (o umbrales en el cado multinivel).

e (Calcular la probabilidad de error a partir de las distancias anteriores.

E
Expresar la probabilidad de error en funcién del CocienteN—Z.

6.2. Diagrama de ojo

La cantidad de ISI y el nivel de ruido maximo que puede aceptarse en un sis-
tema de comunicaciones se pueden medir en un osciloscopio mediante el de-
nominado diagrama de ojo. Para modulaciones PAM, consiste en representar
la sefial en uno de los canales del osciloscopio forzando a que el tiempo de
barrido horizontal sea igual al tiempo de simbolo o un maultiplo de éste. Pa-
ra modulaciones PAM binarias, el resultado guarda semejanza con un ojo hu-
mano, de ahi el nombre que recibe. Para poder interpretar bien los denomi-
nados: margen de ruido, nivel de ISI, instante 6ptimo de muestreo, distorsién
de cruces por cero y sensibilidad al error de muestreo, la visualizacién debe
hacerse, en la medida de lo posible, con la sefal libre de ruido.
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Figura 25. Diagramas de ojo a la salida del filtro adaptado de modulacién 2-PAM polar
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En el diagrama de arriba se ha utilizado un pulso RRC 100% rolloff libre de ISI. En el diagrama de abajo, se ha utilizado un
pulso sinc recortado en tiempo, y el canal presenta dos ecos o caminos secundarios.

a. Distorsién de cruces por cero

b. Nivel de ISI

c. Sensibilidad al error de muestreo

En la figura 25 se muestran dos diagramas de ojo. Como puede apreciarse, para
el diagrama superior, el margen de ruido ha disminuido respecto al diagrama
inferior, por lo que a igual nivel de ruido se producird un mayor porcentaje de
errores. El fendmeno es debido al aumento de ISI. Ademas, el segundo diagra-

ma es mas sensible a pequerfios errores de muestreo.
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En definitiva, el diagrama de ojo es una medida empirica que puede utilizarse
para observar como afecta el canal a la seflal transmitida y para predecir las
prestaciones que potencialmente puede ofrecer la sefial recibida a técnicas de
sincronismo de bit, es decir, a técnicas orientadas a calcular los instantes de
muestreo 6ptimos para los que los pulsos recibidos presentan su valor maximo.
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Resumen

Este modulo se dedica al estudio de las modulaciones digitales en banda ba-
se, particularizando la mayor parte de los desarrollos en las modulaciones de
pulsos por amplitud (PAM).

En los primeros apartados del médulo, se prioriza la definicién de los princi-
pales pardmetros que resultan fundamentales en el disefio de una modulacién
M-PAM. Especialmente se trata de la energia media transmitida por bit y de la
velocidad o tasa de bit a la que se transmite la secuencia de bits. Se consideran,
en gran parte de los apartados, pulsos de energia igual a uno, lo que facilita
el andlisis de las prestaciones de todo el sistema en cuanto a probabilidad de

€ITOorI.

El modulador digital se halla formado por el codificador de simbolos y por el
conformador de pulsos. El primero de ellos se implementa por software dado
que se trata de procesado de secuencias discretas, mientras que el segundo en
principio se realiza por hardware, ya que a la salida proporciona una sefial

continua en tiempo.

El filtro adaptado al pulso que soporta una modulacion PAM es el elemento
front-end del sistema demodulador. En condiciones de canal ideal, a la salida
del filtro adaptado se tiene una nueva modulacién PAM cuyos pulsos coinci-
den con la funcion de autocorrelacion de los pulsos transmitidos mas el ruido
generado a la entrada del demodulador. Es deseable que dicha funcién de au-
tocorrelacion cumpla las condiciones de ISI nula. Para que se cumplan estas
condiciones cuando el pulso es limitado en banda, se utilizan los pulsos RRC
que se hallan parametrizados por el factor de rolloff, siendo éste el exceso de
ancho de banda de los pulsos RRC respecto al pulso sinc.

El pulso sinc representa un referente en cuanto a que es el pulso con menor

ancho de banda y con condiciones de ISI nula.

La sefial a la salida del filtro adaptado es muestreada a razén de una muestra
por simbolo. Los instantes de muestreo deben coincidir con los maximos de los
pulsos resultantes, es decir, con el instante de méxima apertura del diagrama
de ojo.

Tras el filtrado adaptado, en el demodulador se realiza la detecciéon de los sim-
bolos. En condiciones de equiprobabilidad, los umbrales que deben utilizarse
son los puntos medios entre cada dos simbolos colindantes. La probabilidad
de cometer errores en la deteccién, al modelar el canal como AWGN, se calcula
mediante la funcién Q, que es el area de la funcién gaussiana. Para evaluar el
comportamiento de los sistemas es conveniente formular la probabilidad de

La conformacion de los
pulsos

En muchos médems digitales
la conformacién del pulso se
realiza antes de la conversion a
continua de las sefales. Es de-
cir, se realiza la conformacion
de un pulso discretizado con
razon suficiente de muestras
por simbolo para que se cum-
pla el criterio de Nyquist y pos-
teriormente se realiza la con-
version D/A.

El filtro adaptado

Al igual que ocurre con la con-
formacién de pulso, en la prac-
tica suele implementarse el fil-
tro adaptado como la convolu-
cién discreta con un pulso dis-
cretizado. La sefial se convierte
a discreta (CA/D) previamente
y a razén suficiente de mues-
tras por simbolo para que se
cumpla el criterio de Nyquist.
Las operaciones del proceso
resultante son, por tanto: CA/
D, Filtro adaptado discreto y
diezmado para obtener una
muestra por simbolo que se
procesa mediante el detector
de simbolos.
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error en funcién de la energia media transmitida por bit. En las modulaciones
multinivel debe distinguirse entre probabilidad de error de bit (BER) y proba-
bilidad de error de simbolo (SER)

En la figura 27 se muestra un diagrama de bloques funcional con las partes
principales de un sistema de comunicaciones digitales en banda base.

Figura 27. Esquema completo de un sistema de comunicaciones digitales en banda base (PAM)
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Ejercicios de autoevaluacion

La resolucién de los siguientes ejercicios se propone como complemento al estudio del mé-
dulo. Se recomienda que se realicen mediante una estrategia sistemética. En general, es con-
veniente resolver los planteamientos de forma general, trabajando con las variables y para-
metros de forma genérica, y sustituir por sus valores numéricos en particular, al final de los
apartados. De esta forma, se facilita la propia correccién y seguimiento del ejercicio y se ob-

tiene una vision mas amplia que la del caso particular que se esté analizando.
1. Calculo de energia media de bit en 4-PAM polar

Se presenta una secuencia de bits no equiprobables:

Prib[n] =1]1=0,3

Pr[b[n] =0] =0,7

Se modulan en 4-PAM polar con una separacion de niveles de A volts. Se os pide:

a) Hallar la probabilidad de cada uno de los cuatro simbolos de la modulacién

b) Calcular la energia media de simbolo de la modulacién en funcién del parametro A.
c) Calcular la energia media de bit de la modulacién en funcién del parametro A.

2. Calculo de energia media de bit en 4-PAM unipolar

Se presenta una secuencia de bits no equiprobables:

Se modulan en 4-PAM unipolar con una separacioén de niveles de A volts. Se os pide:

a) Hallar la probabilidad de cada uno de los cuatro simbolos de la modulacién.

b) Calcular la energia media de simbolo de la modulacién en funcién del parametro A.
c) Calcular la energia media de bit de la modulacién en funcién del parametro A.

3. Implementacion de c6digo HDB3

En el apartado 1.3 se presenta la modulacién bipolar o AMI como un cédigo de linea que se
utiliza para ayudar a recuperar el sincronismo de simbolo, en el receptor o decodificador. Si en
la trama de bits se generan varios 1 seguidos, las transiciones de la sefial ayudan a recuperar el
reloj que marca tanto la frecuencia como el inicio de cada uno de los simbolos. Sin embargo,
si llegan muchos 0 seguidos, la falta de transiciones sobre la sefial puede provocar pérdida de
sincronismo. El codigo HDB3 se utiliza para evitar este problema y consiste en la utilizacion

del pulso rectangular NRZ y la siguiente ley de codificacién de simbolos:

Cada bit 1 se codifica con polaridad invertida al altimo pulso no nulo transmitido.

Los bits 0 se codifican con amplitud nula siempre que no excedan a tres bits O seguidos.
A partir del primer bit transmitido se realiza un recuento de polaridad del pasado. Si el
numero de pulsos positivos coincide con el ntiimero de pulsos negativos, la polaridad es
nula. Si un grupo de ellos excede al otro en un pulso, la polaridad del pasado es positiva
0 negativa.

Cuando llegan 4 bits 0000 seguidos al codificador, el altimo bit, en lugar de codificarse
mediante cuatro amplitudes nulas como en el caso de AM], se codifica mediante un bit
de violacién de polaridad, igual polaridad al dltimo pulso transmitido y se denomina V,
pero siempre sin llegar a que la polaridad positiva o negativa exceda en mas de un pulso,
por lo que cuando sea conveniente también el primero de estos cuatro bits se codifica
con polaridad no nula (B) pero sin violar la polaridad.

Se sumariza a continuacién en la siguiente tabla:

Tabla 3. Codificacion HDB3

Recuento Polaridad Polaridad dltimo 1 Polaridad cuatro 0000 Nomenclatura

0 + 000+ ooov

0 - 000- ooov
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Recuento Polaridad Polaridad Gltimo 1 Polaridad cuatro 0000 Nomenclatura
+ + -00- BOOV
- - +00+ BOOV

Suponiendo que llega al codificador la siguiente secuencia de bits: 101100000100000000,
se pide:

a) Dibujad la forma de la sefial codificada tanto en AMI como en HDB3.
b) Calculad la energia media de bit si la polaridad es de 5 Volt y la velocidad de bit de 1 Mbps.

c) Programad una subrutina en el lenguaje de programacién que deseéis que realice la codifi-
cacion HDB3. La sefial de entrada debe ser la secuencia de bits y la sefial de salida la secuen-
cia de amplitudes 0, +1 6 -1. Verificad el correcto funcionamiento tanto con la secuencia
ejemplo como con otras secuencias que generéis.

4. Transmision binaria sobre cable telefonico

Se desea transmitir una modulacién binaria sobre un cable telefénico que atenua la sefial
0,01 dB por cada metro de cable. Se trata de seleccionar la modulacién binaria polar o la mo-

E
dulacién binaria unipolar. El transmisor proporciona un cociente de energias (N—g) =10dB.
dB
Calculad para un tendido de 10 m de cable la BER que se obtendra con cada uno de los dos

sistemas de modulacién.
5. Ancho de banda en modulaciones PPM

La modulacién PPM consiste en una modulacién de pulsos por posicién. Es cominmente
usada en muchos tipos de comunicaciones Opticas. Para el caso binario, cuando el bit es
igual a cero, la sefial que se transmite corresponde a un pulso rectangular de duracion igual
a la mitad del simbolo y centrado en la primera mitad del periodo de simbolo y, cuando el
bit es igual a 1, el pulso también de duracién mitad ocupa la segunda mitad del periodo de
simbolo. La sefial modulada resultante se expresa a continuacion:

+00 T
t—ax5—kT
o= Z M(ZT
2

k=—00

(80)

Donde a = 0,1 en funcién del bit que se esté transmitiendo. La modulacion se generaliza al
caso de M niveles. Si M = 2b, con b el namero de bits por simbolo, se seleccionan M posicio-

nes diferentes de pulsos de duracion %, dentro del periodo asignado a la duracién de cada
simbolo. La expresién de la sefial modulada queda para el caso general y con a=0,1,...M-1:

+00 T
t—aq7—kT
M

——00

(81)

Se pide evaluar el ancho de banda resultante (inicamente el ancho del 16bulo principal entre
ceros) para la modulacién cuando se desean transmitir bits a la velocidad de 1 Gbit/seg y en
cada una de las dos situaciones siguientes.

e Modulacién 2 PPM
e Modulacién 16 OPPM

Para el caso 2 PPM, dibujad la forma temporal de onda obtenida al transmitir la secuencia
de bits:10110100.

6. Ancho de banda sin distorsién y pulsos RRC
Se desea realizar una transmision PAM para enviar una secuencia de bits a una velocidad de

5 Mbps. Se proponen dos estrategias diferentes: Modulaciéon 4-PAM polar y modulaciéon 8-
PAM polar. En ambos casos se utiliza un pulso RRC de 35% de factor de rolloff. Se os pide:
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a) Calcular qué ancho de banda sin distorsiéon debe presentar el canal para cada uno de los
dos tipos de modulacion.

E
b) Calcular el cociente de energias N_z necesario en cada caso para obtener una probabilidad

de error de bit (BER) del orden de 0,01.
7. Modulacién 2-PAM a través de canal con ISI

Suponed una modulacién 2-PAM polar de pulsos sinc de energia unidad. Se transmite por un
canal cuya respuesta impulsional se puede modelar como una transmisiéon multicamino:

ho(t) = ad(t) — 0,25a8(t - T) + 0,25a8(t - 27T)

y en el que el ruido es AWGN y el receptor consiste en el filtro adaptado al pulso transmitido,
CA/D y detector de simbolos.

a) Evaluad la probabilidad de error aproximando la misma por el peor caso de ISI que se
puede dar en el sistema.

E
b) Si el cociente N_}(; =10y a =1, evaluad la probabilidad de error obtenida.

c) Comparad la probabilidad obtenida en el apartado anterior con la que se obtendria con
un sistema de canal ideal.

8. Modulacion 2-PAM detectada con errores en el umbral

Suponed una modulacién 2-PAM polar de pulsos NRZ de energia unidad. Se transmite por
un canal ideal y en el que el ruido es AWGN. Por error, el umbral de deteccion tras el filtro

adaptado al pulso, y el CA/D, se sitaa a 0,05%, siendo % el nivel de tensién de los simbolos
binarios.

a) Evaluad la probabilidad de error aproximando la misma por el peor caso de ISI que se
puede dar en el sistema.

b) Evaluad la degradacién en dB de energia media transmitida por bit respecto al caso de
umbral correcto e igual a cero.

9. Ecualizacién de una modulacién 2-PAM Unipolar
Considerad el esquema dado en la figura 27 para un sistema de comunicaciones digitales en
banda base. Suponed una modulacién 2-PAM unipolar de pulsos NRZ de energia unidad. Se
transmite por un canal no ideal y en el que el ruido es AWGN. La respuesta impulsional del
canal es igual a:

h(t) =-0,18(t) + 6(t - T) - 0,18(¢t - 27)

a) Calculad y dibujad el pulso equivalente resultante a la salida del filtro adaptado.

b) Medid el nivel de ISI segtin el criterio de distorsién de pico resultante a la salida del filtro
adaptado.

c) Disefiad un ecualizador transversal FIR de tres coeficientes aplicando el criterio de forzador
de ceros.

d) Evaluad las mejoras obtenidas mediante el ecualizador para la ISI y para la potencia de
ruido.

E
e) Si N—g =10, obtened aproximadamente la probabilidad de error obtenida con y sin ecua-

lizar. Comparad ambas magnitudes.
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Formulas matematicas

Area de la gaussiana

+00
2
La siguiente figura muestra los valores de Q(x)= / %e—%dﬂ para0<x< +5
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